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两部分：概率和统计

配套讲义《概率论与数理统计讲义（提高篇）》

解题步骤：

①正确理解题意 ②分析考核点（重点，涉及） ③适当选择方法 ④作题格式

一、概率论部分

1.“几何概型”问题

例1  在长l的线段AB上任意投掷两个质点M和N，则点A离点M比离点N近的概率为(    )

A．
[image: image3.wmf]8

1

          B．
[image: image4.wmf]4

1

          C．
[image: image5.wmf]2

1

          D．1
[image: image6.png]


    [image: image7.png]/XY





解  事件A＝{点A离点M比离点N近}，并且设|AM|＝x，|AN|＝y，则0≤x≤l，0≤y≤l，因此

Ω＝{(x，y)|0≤x≤l，0≤y≤l}， A＝{(x，y)|0≤x≤y≤l}，
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   故选择C.

例2  设平面区域D是由x＝1，y＝0，y＝x所围成，今向D内随机地投入10个点，求这10个点中至少有2个点落在由曲线y＝x2与y＝x所围成的区域D1内的概率．
[image: image9.png]



解  分两步进行．第一步：先计算任投一点落入D1的概率．根据几何概型，有
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第二步：设X＝{落入D1内的点数}，有
[image: image11.wmf]),
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于是

P(X≥2)＝1－P(X＝0)－P(X＝1)
[image: image12.wmf].
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例3  设随机变量X和Y的联合分布在正方形G＝{(x，y)：1≤x≤3，1≤y≤3}上均匀分布，试求随机变量U＝|X－Y|的概率密度p(u).
[image: image13.png]=i
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解  由条件知X和Y的联合密度为 
[image: image14.wmf]ï

î

ï

í

ì

£

£

£

£

=

.

,

0

,

3

1

,

3

1

,

4

1

)

,

(

其他

若

y

x

y

x

f


以F(u)＝P(U≤u)(－∞＜u＜∞)表示随机变量U的分布函数.
显然，当u≤0时，F(u)＝0；当u≥2时，F(u)＝1.

设0＜u＜2，则
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于是，随机变量的密度为 
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例4  在长为l的线段上，任意选取两点M和N，求E|M－N|，D|M－N|

[image: image18.png]



解  令Z＝|M－N|，先求p(z)

F(z)＝P(Z≤z)＝P(|M－N|≤z)＝
[image: image19.wmf]2
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，  p(z)＝F′(z)

再求E(Z)和D(Z).
例5（1） 设随机变量X与Y相互独立，且均服从区间[0，3]上的均匀分布，则
P{max{X，Y}≤1}＝______.

答案是：
[image: image20.wmf]9

1

.
分析  本题主要考查“二维均匀分布”中有关概率的计算问题.

由题设，可知(X，Y)～U(D)，其中D＝{(x，y)|0≤x≤3，0≤y≤3}.

解法1
P{max(X，Y)≤1}＝P(X≤1，Y≤1)＝P(X≤1)·P(Y≤1)
[image: image21.wmf]×
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解法2  由几何概型可知
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（2） 在区间(0，1)中随机地取两个数，则这两个数之差的绝对值小于
[image: image23.wmf]2

1

的概率为____.

答案是：
[image: image24.wmf]4

3

.

分析  本题主要考查“二维均匀分布或几何概型”.
解  设随机取到的两个数为X与Y，则(X，Y)服从正方形区域上的均匀分布.一方面我们可以利用二重积分计算
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另一方面我们也可以根据几何概型来计算，如图，即
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2.“图解法”问题

例1  设事件A、B、C满足P(B)＝2P(A)，P(C)＝3P(A)，并且P(AB)＝P(BC)，则P(A)的取值范围是(    )

A．
[image: image27.wmf]]
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解  由于A
[image: image32.wmf]É

AB，于是有

x＝P(A)≥P(AB)＝y＝P(BC)利用加法公式，有

1≥P(B＋C)＝P(B)＋P(C)－P(BC)＝3x＋2x－y≥3x＋2x－x＝4x≥0
即0≤4x≤1 
[image: image33.wmf]Þ

0≤x≤
[image: image34.wmf]4

1

. 故选择D.

例2  设两个随机事件A，B相互独立，已知仅有A发生的概率为
[image: image35.wmf]4

1

，仅有B发生的概率为
[image: image36.wmf]4

1

，则P(A)＝_______.
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解  
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所以 
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例3  设X～N(2，σ2)，并且P(2＜X＜4)＝0.3，则P(X＜0)＝______.

[image: image41.png]



例4  设随机变量X服从正态分布N(0，1)，对给定的
[image: image42.wmf]a
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u

满足P{X＞
[image: image45.wmf]a

u

}＝
[image: image46.wmf]a

.若P{|X|＜x}＝
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解  由题设，可知uα满足P(X＞uα)＝α.
可见，若要P(|X|＜x)＝α，  即P(|X|≥x)＝1－α，
而P(X＞x)＝
[image: image53.wmf]2
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 故选择C.

3.“事件独立性”问题

①定义

相互独立
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②等价定义

A. 两两独立+
[image: image56.wmf]AB
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[image: image57.wmf]C

独立（三者之一）

B. 
[image: image58.wmf]()()()
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或1

例  设事件A、B、C满足P(AB)＝P(A)P(B)，并且P(C)＝[P(C)]2，则A、B、C(    )

A．一定不是两两独立；                  B．不一定是两两独立；

C．一定是相互独立；                    D．一定不是相互独立.

解  由P(C)＝[P(C)]2，我们有P(C)＝0或1
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故选择C.

证明：(1)对于任意的A，由于AC
[image: image61.wmf]Ì

C，P(AC)≤P(C)＝0
P(AC)＝0＝P(A)P(C)，即A与C相互独立

(2)(C＋
[image: image62.wmf]C
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A)＝P(A)－P(AC)＝P(A)－P(A)P(C)＝P(A)(1－P(
[image: image64.wmf]C

))＝P(A)P(
[image: image65.wmf]C
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结论：零(或1)概率事件与任何事件都是相互独立的.
4.“全概公式”问题

例1  袋中装有n只球，每次从中随意取出一球，并放入一个白球，如此交换共进行n次.已知袋中白球数的数学期望为a，那么第n＋1次从袋中任取一球为白球的概率是______.

解  依题意袋中白球数X是个随机变量，X可取1，2，…，n，且
[image: image66.wmf]å
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kP{X＝k}＝a.若记B＝“第n＋1次从袋中任取一球为白球”，Ak“第n次交换后袋中有k个白球”(k＝1，2，…，n).由全概率公式，得
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例2（1）  有两个箱子，第一个箱子中有3个白球2个红球，第二个箱子中有4个白球4个红球，先从第一箱当中随机取一个球放入第二个箱子当中.再从第二箱当中取1个球，问它是白球的概率是多少？

解  
[image: image69.wmf]i

A

表示第
[image: image70.wmf]i

次从第
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个箱子取出的白球.
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.
（2）设随机变量
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与
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独立，其中
[image: image79.wmf]X

的概率分布为
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的概率密度为
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分析  离散型随机变量
[image: image85.wmf]X

和一个连续型随机变量
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的和是不能确定的，但是本题已知随机变量
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独立，并且
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只有两个正概率点，这时可以利用全概率公式求
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解  为求出概率密度
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由于
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相互独立，可见
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 EMBED Equation.3  [image: image103.wmf]0.3(1)0.7(2).
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又因为连续型随机变量密度函数是分布函数在对应区间上的微分得到，得
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 EMBED Equation.3  [image: image106.wmf]0.3(1)0.7(2).
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例3  从数1,2,3,4中任取一个数，记为
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中任取一个数，记为
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解   由全概率公式：


[image: image111.wmf]}

2

{

=

Y

P

=
[image: image112.wmf]}

1

2

{

}

1

{

=

=

=

X

Y

P

X

P

+
[image: image113.wmf]}

2

2

{

}

2

{

=

=

=

X

Y

P

X

P


          +
[image: image114.wmf]}

3

2

{

}

3

{

=

=

=

X

Y

P

X

P

+
[image: image115.wmf]}

4

2

{

}

4

{

=

=

=

X

Y

P

X

P


     
[image: image116.wmf]X

表示从数1,2,3,4中任取一个数，故
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是等可能取到1,2,3,4。所以
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也就是说
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例4  设随机变量
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与
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相互独立，且
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服从标准正态分布
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的分布函数，则函数
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解  本题主要考查“二维随机变量函数的分布”，涉及“全概公式”.
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可见z＝0为F(z)的间断点，故选（B）

5.“事件关系与运算”问题

例  设随机变量X与Y独立同分布，其分布密度为
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令A＝{X≥a}，B＝{Y＞a}，并且P(A＋B)＝
[image: image162.wmf]4
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，则a＝(    )
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解  由于
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  故选择B.
6.“协方差与相关系数”问题

例1  设随机变量X的概率分布如下：
	xi
	
[image: image169.wmf]1


	0
	2

	pi
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并且Y＝2X＋1，则(X，Y)的相关阵为______.
解  矩阵
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称为X，Y的相关阵．

由于Y＝2X＋1，可知 ρXY＝ρYX＝1
因此(X，Y)的相关阵为 
[image: image174.wmf]÷

÷

ø

ö

ç

ç

è

æ

=

1

1

1

1

R

.

例2  设随机变量X和Y的相关系数为0.9，若Z＝X－0.4，则Y与Z的相关系数为_____.

解  D(Z)＝D(X－0.4)＝D(X)，
σYZ＝E[(Y－E(Y))(Z－E(Z))]＝E[(Y－E(Y))(X－0.4－E(X－0.4))]

＝E[(Y－E(Y))(X－E(X))]＝σXY，
因此  
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故    ρYZ＝ρXY＝0.9.

例3  将一枚硬币重复掷n次，以X和Y分别表示正面向上和反面向上的次数，则X和Y的相关系数等于

A．－1          B．0          C．
[image: image176.wmf]2
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          D．1
解  由题设可知：由于X＝{正面向上的次数}；Y＝{反面向上的次数}，故有X＋Y＝n，并且X～B
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σXY＝E(XY)－E(X)·E(Y)
[image: image181.wmf]2

2

()

4

n

EnXX

=--


[image: image182.wmf]4

)

4

4

(

2

2

2

2

n

n

n

n

-

+

-

=


[image: image183.wmf],

4

n

-

=


因此 
[image: image184.wmf]×

-

=

-

=

=

1

4

4

4

)

(

)

(

n

n

n

Y

D

X

D

XY

XY

s

r


注意  本题也可根据负相关的定义，由X＋Y＝n，导出Y＝－X＋n，可见ρ＝－1.

例4  设二维随机变量(X，Y)服从二维正态分布，则随机变量ξ＝X＋Y与η＝X－Y不相关的充分必要条件为

A．E(X)＝E(Y)         B．E(X2)－[E(X)]2＝E(Y2)－[E(Y)]2
C．E(X2)＝E(Y2)        D．E(X2)＋[E(X)]2＝E(Y2)＋[E(Y)]2
解  由ξ，η不相关的充要条件是D(ξ＋η)＝D(ξ)＋D(η)，有

D(ξ＋η)＝D(X＋Y＋X－Y)＝4D(X)， D(ξ)＋D(η)＝2D(X)＋2D(Y)，
即D(X)＝D(Y)，于是有E(X2)－(E(X))2＝E(Y2)－(E(Y))2.  故选择B.

7.“独立与相关”问题1

例1  设X与Y相互独立同分布，令U＝X－Y，V＝X＋Y，则U与V一定是(    )

A．不独立          B．独立          C．相关          D．不相关

解  由于E(UV)＝E((X－Y)(X＋Y))＝E(X2－Y2)＝E(X2)－E(Y2)＝0
E(U)E(V)＝E(X－Y)E(X＋Y)＝(E(X)－E(Y))(E(X)＋E(Y))＝0
E(UV)＝E(U)E(V)， σUV＝0
[image: image185.wmf]Û

ρUV＝0， 故选择D.

举例说明B不成立 

令P(X＝0)＝P(Y＝0)＝
[image: image186.wmf]2

1

，P(X＝1)＝P(Y＝1)＝
[image: image187.wmf]2
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则由P(U＝－1)＝P(X＝0，Y＝1)＝
[image: image188.wmf]4
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， P(V＝2)＝P(X＝1，Y＝1)＝
[image: image189.wmf]4
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而P(U＝－1，V＝2)＝P([image: image190.png]


)＝0≠P(U＝－1)P(V＝2)＝
[image: image191.wmf]16
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因此U与V不独立.

例2  设X与Y相互独立都服从P(λ)，令U＝2X＋Y，V＝2X－Y.求随机变量U和V的相关系数ρUV.

解  由于X，Y～P(λ)，因此有

E(X)＝E(Y)＝D(X)＝D(Y)＝λ，E(X2)＝E(Y2)＝D(X)＋(E(X))2＝λ＋λ2，

于是D(U)＝D(V)＝4D(X)＋D(Y)＝5λ，

而cov(U，V)＝cov(2X＋Y，2X－Y)＝4D(X)－D(Y)＝3λ，

因此
[image: image192.wmf].
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8.“独立与相关”问题2 （既不相关又不独立总结）

例1  设随机变量(X，Y)～U(D)，其中D：x2＋y2≤R2，求：(1)ρxy；(2)X与Y是否独立.

解  D是以原点为圆心、1为半径的圆，其面积等于π，故(X，Y)的密度函数为
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于是  
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同样地，E(Y)＝0.而
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由此得ρXY＝0.

下面讨论独立性.当|x|≤1时，
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当|y|≤1时，
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显然  pX(x)·pY(y)≠p(x，y)，
故X和Y不是相互独立的.这说明ρXY＝0不是X，Y相互独立的充分条件.
例2  设随机变量
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解  
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（2）由于
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有非线性关系，因此不独立。
例3  设随机变量
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解  
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9.“结论”问题

一个重要的结论：设X具有连续的分布函数
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例1  设X～E(4)，证明Y＝1－e－4X～U(0，1).

解  由于 
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当0≤y≤1时，有

F(y)＝P(Y≤y)＝P(1－e－4X≤y)＝
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即Y～U(0，1).
（95年数四） 假设随机变量
[image: image224.wmf]X

服从参数为2的指数分布。证明：
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应用单调函数公式法，
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由计算可知
[image: image235.wmf](
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上均匀分布的密度函数.

方法2：用分布函数法求
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的分布函数.
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计算可知
[image: image246.wmf]Y

的分布函数为   
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上式恰好是区间
[image: image248.wmf](0,1)

上均匀分布随机变量的分布函数.
（03年数三）  设随机变量
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的概率密度为
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设
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事实上，本题
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10.“几何分布”问题

例1  设甲、乙、丙三人依次轮流掷骰子，用X表示他们第一个投中6时所用次数.求X的分布.进一步求E（X），D（X）
解  设Ai＝{甲第i次投中6点}；Bi＝{乙第i次投中6点}；
Ci＝{丙第i次投中6点}，(i＝1，2，…).

于是
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因此，X的分布为
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例2  某流水生产线上每个产品不合格的概率为p(0＜p＜1)，各产品合格与否相互独立.当出现一个不合格产品时即停机检修.设开机后第一次停机时已生产了的产品个数为X，求X的数学期望E(X)和D(X).

解  令q＝1－p，得X的分布为

P(X＝k)＝qk－1·p(k＝1，2，…)

X的数学期望
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∴D(X)＝E(X2)－(EX)2
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11.“正态分布几个结论”问题

一般情况下，(1)
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例1  设
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求证：
[image: image316.wmf]Y

服从正态分布.
分析  要证Y服从正态分布，只要求出Y的分布密度为正态分布的密度即可.这是求随机变量之和的分布密度问题.

证明  记Y的分布函数为FY(y)，则

FY(y)＝P{Y≤y}＝
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将(X1，X2)的联合密度函数f(x1，x2)代入上式，有


[image: image321.wmf],

d

1

π

2

1

d

)

(

1

]

)

(

)

(

2

(

)

1

(

2

1

2

2

1

1

1

2

1

2

x

e

t

y

F

x

t

x

t

x

x

y

Y

-

+

-

-

-

-

¥

+

¥

-

¥

-

×

×

ò

ò

-

=

r

r

r


而 
[image: image322.wmf]2

1

1

1

2

1

)

(

)

(

2

x

t

x

t

x

x

-

+

-

-

r



 EMBED Equation.3 [image: image323.wmf]2

1

2

1

)

1

(

2

)

1

(

2

t

t

x

x

+

+

-

+

=

r

r



[image: image324.wmf]]

)

1

(

2

4

2

4

)[

1

(

2

2

2

2

1

2

1

r

r

+

+

-

+

-

+

=

t

t

t

t

x

x



 EMBED Equation.3 [image: image325.wmf]]

)

1

(

4

1

)

2

)[(

1

(

2

2

2

1

t

t

x

r

r

r

+

-

+

-

+

=



[image: image326.wmf].

2

1

]

2

)[

1

(

2

2

2

1

t

t

x

r

r

-

+

-

+

=


故  
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[image: image329.wmf].

d

)

1

(

2

π

2

1

1

)

1

(

4

2

x

e

t

y

r

r

+

-

¥

-

ò

+

=


最后一个式子中，被积函数是μ＝0，σ2＝2(1＋ρ)的正态密度.因此Y服从正态分布且参数μ＝0，σ2＝2(1＋ρ).

例2  设二维随机变量(X，Y)的密度函数为
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其中1(x，y)和2(x，y)都是二维正态密度函数，且它们对应的二维随机变量的相关系数分别为
[image: image331.wmf]3
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和－
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1

，它们的边缘密度函数所对应的随机变量的数学期望都是零，方差都是1.

(1) 求随机变量X和Y的密度函数f1(x)和f2(y)，及X和Y的相关系数ρ(可以直接利用二维正态密度的性质)；

(2) 问X和Y是否独立？为什么？

分析  本题主要考查二维随机变量的“函数的分布”、“独立性”及“相关系数”.

解  (1) 由于二维正态密度函数的两个边缘密度都是正态密度函数，因此1(x，y)和2(x，y)的两个边缘密度为标准正态密度函数，故
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[image: image335.wmf];
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同理
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由于X～N(0，1)，Y～N(0，1)，可见E(X)＝E(Y)＝0，D(X)＝D(Y)＝1.随机变量X和Y的相关系数
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f(x，y)≠f1(x)·f2(y)，所以X与Y不独立.
例3  设随机变量X和Y都服从正态分布，且它们不相关，则

(A) X与Y一定独立；                    (B) (X，Y)服从二维正态分布；

(C) X与Y未必独立；                    (D) X＋Y服从一维正态分布.

分析  本题主要考查随机变量“独立”与“不相关”.

我们知道“对于任意二个随机变量来说，若X与Y相互独立，则它们一定不相关，反之不真”.另外，“对于二维正态分布来说，X与Y相互独立的充要条件是X与Y不相关”.

这里X与Y都服从正态分布，并且它们不相关，不能导出它们的联合分布一定是二维正态分布.因此，X与Y不相关，不能推出X与Y一定独立，即X与Y未必独立.

故选择C.

注意  本题还可以使用排除法.即若B成立，那么A，D一定成立，因此排除A，B，D，即只有C成立.这里用到了一个重要结论“X与Y都服从正态分布，并且(X，Y)服从二维正态分布，则X＋Y服从一维正态分布”.

12.“离散型”问题

例1  袋中有编号为1，2，3的三个球，在(1)有放回地抽取2次, (2)无放回地抽取2次情况下，试讨论

① 至少有一次取到2号球的概率.

② 在第一次取到2号球的条件下，求第二次取到1号球的概率.

③ 在第二次取到1号球的条件下，求第一次取到2号球的概率.

解  设A＝{至少有一次取到2号球},B＝{第一次取到2号球},C＝{第二次取到1号球}

(1) 有放回：

① 根据古典概型(考虑到元素是有序的)

方法一  
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方法二  
[image: image344.wmf]9

5

3

2

1

)

(

1

)

(

2

2

=

-

=

-

=

A

P

A

P


② P(C|B)＝P(C)＝
[image: image345.wmf]3
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③ P(B|C)＝P(B)＝
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 (独立)

(2) 无放回：

① A＝恰有一次＋恰有两次＝恰有一次
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② 
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(公式法)
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 (改变样本空间)

③ 设D＝{第一次取到1号球}

P(B|C)——逆概公式，先求P(C)

P(C)＝P(D)P(C|D)＋P(
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思考题  袋中有3白球2红球，每次取一个，取后不放回，设X表示第一次取到白球的个数，Y表示第二次取到红球的个数.
(1) 求X，Y的联合分布.
(2) 求
[image: image355.wmf](),()

XY

FxFy

.
(3) 讨论X，Y的独立性和相关性.
例3  袋中有1个红色球，2个黑色球与3个白球，现有回放地从袋中取两次，每次取一球，以
[image: image356.wmf],,

XYZ

分别表示两次取球所取得的红球、黑球与白球的个数。

（1）求
[image: image357.wmf]{
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；

（2）求二维随机变量
[image: image358.wmf](

)

,

XY

联合概率分布。

解  （1）在没有取白球的情况下取了一次红球，利用压缩样本空间则相当于只有1个红球，2个黑球放回摸两次，其中摸了一个红球
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（2）X，Y取值范围为0，1，2，故
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二、数理统计部分

1. 点估计：矩法、最大似然法

矩法：

① 一阶原点矩、二阶原点矩（或中心矩）

② 在实际问题中，往往先求E（X）或D（X），再用矩法

最大似然法：离散型、连续型

① 似然函数：单驼峰，单调递增，单调递减

② 对于单驼峰：取对数求导求出有关的驻点

③ 单调递增如下例题中第（3）问：

例  设随机变量X的分布函数为
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其中参数＞0，＞1．设X1，X2，…，Xn为来自总体X的简单随机样本．

(1) 当＝1时，求未知参数的矩估计量．

(2) 当＝1时，求未知参数的最大似然估计量．

(3) 当＝2时，求未知参数的最大似然估计量．
分析  本题主要考查“矩法”及“最大似然估计法”．
解  当＝1时，X的概率密度为 
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(1)由于 
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令
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所以，参数的矩估计量为 
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(2)对于总体X的样本值x1，x2，…，xn，似然函数为
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当xi＞1(i＝1，2，…，n)时，L()＞0，取对数得
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对求导数，得 
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令
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解得 
[image: image371.wmf],

ln

1

i

n

i

x

n

å

=

=

b


的最大似然估计量为 
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(3)当＝2时，X的概率密度为 
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对于总体X的样本值x1，x2，…，xn，似然函数为


[image: image374.wmf]2

3

12

1

2

,(1,2,,),

()(;)

()

0,

nn

n

i

n

i

i

xin

Lpx

xxx

a

a

aa

=

ì

>=

ï

==

í

ï

×

î

Õ

L

L

其

他


当xi＞(i＝1，2，…，n)时，越大，L()越大，因而的最大似然估计值为
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则的最大似然估计量为


[image: image376.wmf]a
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④ 单调递减的例题

例  设X～U(0，)，>0，求的最大似然估计量．
分析  由于X～U(0，)，有 
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　　于是 
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　　又因为＞0，所以L()随着减小而增大．但
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　　为的最大似然估计量．

2. 区间估计与假设检验

① 区间估计的变形问题

例1  设总体X～N(3.4，62)，从中抽取容量为n的样本，若要求其样本均值
[image: image381.wmf]x

位于区间[1.4，5.4]内的概率不小于0.95，问样本容量n至少应取多大？

附表  标准正态分布表
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新表
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解  以
[image: image385.wmf]x

表示该样本均值，则
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从而有 P{1.4＜
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故
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≥1.96，即n≥(1.96×3)2≈34.57，

所以n至少应取35.

② 假设检验的变形问题

例2  设总体X～N(μ，52)，在α＝0.05的水平上检验H0：μ＝0，如果所选取的拒绝域
R＝(|
[image: image394.wmf]x

|≥1.96)，问样本容量n应取多大？

解  这是一个已知方差，检验均值问题.因此选择的统计量为 
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而其对应的样本函数为 
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当H0：μ＝0成立时，U～N(0，1).

由题意 P(|
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③ 假设检验中难题

例3  用机器包装某种饮料，已知每盒重量为500g，误差不超过10g.今抽查了9盒，测得平均重量为490g，标准差为16g，问这台自动包装机工作是否正常(显著性水平α＝0.05).

解  检查机器是否正常，需要同时检验重量X的均值μ与标准差σ是否正常.

(1) 检验μ＝μ0
① H0：μ＝500；     ② 
[image: image400.wmf]9
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③ 查t(8，0.975)得λ＝2.306，采用双侧检验Rα＝{|t|＞2.306}；

④ 
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⑤ 由于|
[image: image402.wmf]T
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|＜2.306，故相容，即没有发现系统偏差，可以认为该自动打包机每盒重量均值为500克.

(2) 检验σ≤σ0
① H0：σ≤10；      ② 
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③ 查x2(8，0.95)得λ＝15.507，采用单侧(右侧)检验Rα＝(15.507，＋∞)；

④ 
[image: image404.wmf]48
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⑤ 由于
[image: image405.wmf]W

ˆ

＞15.507落入否定域，即σ＞10.因此说明该打包机虽然没有发现系统误差，但是不稳定，因此工作不正常.
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