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   新东方在线考研资料免费下载中心
考研数学资料——线性代数公式大全
基本运算
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转置值不变
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有关乘法的基本运算
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    线性性质  
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与数的乘法的不同之处
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       命题：准对角矩阵
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伴随矩阵的基本性质：
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      伴随矩阵的其他性质
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矩阵的秩的简单性质
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正定二次型与正定矩阵性质与判别
可逆线性变换替换保持正定性
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[image: image403.wmf]Û

存在实可逆矩阵
[image: image404.wmf]C

，
[image: image405.wmf]C

C

A

T

=

。
          
[image: image406.wmf]A

Û

的正惯性指数
[image: image407.wmf]n

=

。
          
[image: image408.wmf]A

Û

的特征值全大于
[image: image409.wmf]0

。
          
[image: image410.wmf]A

Û

的每个顺序主子式全大于
[image: image411.wmf]0

。
    判断
[image: image412.wmf]A

正定的三种方法：
      ①顺序主子式法。
      ②特征值法。
      ③定义法。
基本概念
    对称矩阵
[image: image413.wmf]A

A

T

=

。
    反对称矩阵
[image: image414.wmf]A

A

T
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=

。
简单阶梯形矩阵：台角位置的元素都为1 ，台角正上方的元素都为0。
    如果
[image: image415.wmf]A

是一个
[image: image416.wmf]n

阶矩阵，
[image: image417.wmf]A

是阶梯形矩阵
[image: image418.wmf]Þ


[image: image419.wmf]A

是上三角矩阵，反之不一定
    矩阵消元法：（解的情况）
     ①写出增广矩阵
[image: image420.wmf](
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A

，用初等行变换化
[image: image421.wmf](
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为阶梯形矩阵
[image: image422.wmf](
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。
     ②用
[image: image423.wmf](
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B

判别解的情况。
       i）如果
[image: image424.wmf](

)

g

B

最下面的非零行为
[image: image425.wmf](
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，则无解，否则有解。
       ii）如果有解，记
[image: image426.wmf]g

是
[image: image427.wmf](
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B

的非零行数，则
          
[image: image428.wmf]n

=

 

g

时唯一解。
          
[image: image429.wmf]n

<

g

时无穷多解。
       iii）唯一解求解的方法（初等变换法）
        去掉
[image: image430.wmf](
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B

的零行，得
[image: image431.wmf](
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B

，它是
[image: image432.wmf](
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矩阵，
[image: image433.wmf]0
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是
[image: image434.wmf]n

阶梯形矩阵，从而是上三角矩阵。
        则
[image: image435.wmf]0
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都不为
[image: image437.wmf]0

。
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[image: image439.wmf]h

就是解。
一个
[image: image440.wmf]n

阶行列式
[image: image441.wmf]nn
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的值：
    ①是
[image: image442.wmf]!
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项的代数和
    ②每一项是
[image: image443.wmf]n

个元素的乘积，它们共有
[image: image444.wmf]!
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项 
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其中
[image: image446.wmf]n
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是
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的一个全排列。
    ③
[image: image448.wmf]n
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  前面乘的应为
[image: image449.wmf](
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[image: image450.wmf](
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的逆序数
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代数余子式
     
[image: image453.wmf]ij

M

为
[image: image454.wmf]ij

a

的余子式。
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     定理：一个行列式的值
[image: image456.wmf]D

等于它的某一行（列），各元素与各自代数余子式乘积之和。
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     一行（列）的元素乘上另一行（列）的相应元素代数余子式之和为
[image: image458.wmf]0

。
    范德蒙行列式
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[image: image460.wmf]2
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个
    乘法相关
      
[image: image461.wmf]AB

的
[image: image462.wmf](
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位元素是
[image: image463.wmf]A

的第
[image: image464.wmf]i

行和
[image: image465.wmf]B

的第
[image: image466.wmf]j

列对应元素乘积之和。
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    乘积矩阵的列向量与行向量
    （1）设
[image: image468.wmf]n
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矩阵
[image: image469.wmf](
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[image: image470.wmf]n

维列向量
[image: image471.wmf](
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        矩阵乘法应用于方程组
          方程组的矩阵形式
            
[image: image473.wmf]b
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          方程组的向量形式
            
[image: image475.wmf]b
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    （2）设
[image: image476.wmf]C
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[image: image479.wmf]AB

的第
[image: image480.wmf]i

个列向量是
[image: image481.wmf]A

的列向量组的线性组合，组合系数是
[image: image482.wmf]B

的第
[image: image483.wmf]i

个列向量的各分量。
           
[image: image484.wmf]AB

的第
[image: image485.wmf]i

个行向量是
[image: image486.wmf]B

的行向量组的线性组合，组合系数是
[image: image487.wmf]A

的第
[image: image488.wmf]i

个行向量的各分量。
        矩阵分解
         当矩阵
[image: image489.wmf]C

的每个列向量都是
[image: image490.wmf]A

的列向量的线性组合时，可把
[image: image491.wmf]C

分解为
[image: image492.wmf]A

与一个矩阵
[image: image493.wmf]B

的乘积
特别的在有关对角矩阵的乘法中的若干问题
           
[image: image494.wmf](
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           对角矩阵从右侧乘一矩阵
[image: image496.wmf]A

，即用对角线上的元素依次乘
[image: image497.wmf]A

的各列向量
           对角矩阵从左侧乘一矩阵
[image: image498.wmf]A

，即用对角线上的元素依次乘
[image: image499.wmf]A

的各行向量
              于是
[image: image500.wmf]A
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，
[image: image501.wmf]A

EA

=


                  
[image: image502.wmf](
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           两个对角矩阵相乘只须把对角线上对应元素相乘
   对角矩阵的
[image: image504.wmf]k

次方幂只须把每个对角线上元素作
[image: image505.wmf]k

次方幂
       对一个
[image: image506.wmf]n

阶矩阵
[image: image507.wmf]A

，规定
[image: image508.wmf](
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为
[image: image509.wmf]A

的对角线上元素之和称为
[image: image510.wmf]A

的迹数。
       于是 
[image: image511.wmf](
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           其他形式方阵的高次幂也有规律
             例如：
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初等矩阵及其在乘法中的作用
    （1）
[image: image515.wmf](
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：交换
[image: image516.wmf]E

的第
[image: image517.wmf]j

i

,

两行或交换
[image: image518.wmf]E

的第
[image: image519.wmf]j
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,

两列
    （2）
[image: image520.wmf](
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E

：用数
[image: image521.wmf](
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乘
[image: image522.wmf]E

的第
[image: image523.wmf]i

行或第
[image: image524.wmf]i

列
    （3）
[image: image525.wmf](
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E

：把
[image: image526.wmf]E

的第
[image: image527.wmf]j

行的
[image: image528.wmf]c

倍加到第
[image: image529.wmf]i

行上，或把
[image: image530.wmf]E

的第
[image: image531.wmf]i

列的
[image: image532.wmf]c

倍加到第
[image: image533.wmf]j

列上。
      初等矩阵从左（右）侧乘一个矩阵
[image: image534.wmf]A

等同于对
[image: image535.wmf]A

作一次相当的初等行（列）变换
    乘法的分块法则
    一般法则：在计算两个矩阵
[image: image536.wmf]A

和
[image: image537.wmf]B

的乘积时，可以先把
[image: image538.wmf]A

和
[image: image539.wmf]B

用纵横线分割成若干小矩阵来进行，要求
[image: image540.wmf]A

的纵向分割与
[image: image541.wmf]B

的横向分割一致。
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    两种常用的情况
    （1）
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    其中
[image: image546.wmf]1
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A

的列数和
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B
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的行数相等，
[image: image548.wmf]2
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A

的列数和
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的行数相关。
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    （2）准对角矩阵
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矩阵方程与可逆矩阵
    两类基本的矩阵方程  （都需求
[image: image553.wmf]A

是方阵，且
[image: image554.wmf]0
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）
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      （I）的解法：
           
[image: image557.wmf](
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      （II）的解法，先化为
[image: image558.wmf]T
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 通过逆求解：
[image: image560.wmf]B
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    可逆矩阵及其逆矩阵
    定义：设
[image: image562.wmf]A

是
[image: image563.wmf]n

阶矩阵，如果存在
[image: image564.wmf]n

阶矩阵
[image: image565.wmf]H

，使得
[image: image566.wmf]E
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，且
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，则称
[image: image568.wmf]A

是可逆矩阵，称
[image: image569.wmf]H

是
[image: image570.wmf]A

的逆矩阵，证作
[image: image571.wmf]1
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。
    定理：
[image: image572.wmf]n

阶矩阵
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      求
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的方程（初等变换法）
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      伴随矩阵
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     线性表示
        
[image: image578.wmf]b

可以用
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线性表示，即
[image: image580.wmf]b

可以表示为
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的线性组合，
也就是存在
[image: image582.wmf]s

c

c

c

,

,

,

2

1

L

使得  
[image: image583.wmf]b

a

a

a

=

+

+

+

s

s

c

c

c

L

2

2

1

1

  
记号：
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    线性相关性
        线性相关：存在向量
[image: image585.wmf]i
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线性表示。
        线性无关：每个向量
[image: image587.wmf]i
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都不能用其它向量线性表示
        定义：如果存在不全为
[image: image588.wmf]0

的
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则称
[image: image591.wmf]s
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线性相关，否则称
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线性无关。
    即：
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线性相（无）关
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有（无）非零解
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有（无）非零解  
    极大无关组和秩
定义：
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的一个部分组
[image: image597.wmf](
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称为它的一个极大无关组，如果满足：
            i）
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线性无关。
    ii）
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定义：规定
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    有相同线性关系的向量组
      定义：两个向量若有相同个数的向量：
[image: image608.wmf]s

s

b

b

b

a

a

a

,

,

,

,

,

,

,

2

1

2

1

L

L

，并且向量方程
    
[image: image609.wmf]0

,

2

2

1

1

=

+

+

+

s

s

x

x

x

a

a

a

L

与
[image: image610.wmf]0

2

2

1

1

=

+

+

+

s

s

x

x

x

b

b

b

L

同解，则称它们有相同的线性关系。
       ①对应的部分组有一致的相关性。
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      ②极大无关组相对应，从而秩相等。
      ③有一致的内在线表示关系。
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方程组的表达形式
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基础解系和通解
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    ②每个特征向量有唯一特征值，而有许多特征向量有相同的特征值。
    ③计算时先求特征值，后求特征向量。
特征向量与特征值计算
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    判别法则
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二次型（实二次型）
二次型及其矩阵
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    只有平方项的二次型称为标准二次型。
    形如：
[image: image755.wmf]2

2

1

2

2

2

2

1

q

p

p

p

x

x

x

x

x

+

+

-

-

-

+

+

+

L

L

的
[image: image756.wmf]n

元二次型称为规范二次型。
    对每个
[image: image757.wmf]n

阶实矩阵
[image: image758.wmf]A

，记
[image: image759.wmf](

)

T

n

x

x

x

x

,

,

,

2

1

L

=

，则
[image: image760.wmf]Ax

x

T

是一个二次型。
    
[image: image761.wmf](

)

Ax

x

x

x

x

f

T

n

=

,

,

,

2

1

L


    称
[image: image762.wmf]A

的秩
[image: image763.wmf](

)

A

g

为这个二次型的秩。
    标准二次型的矩阵是对角矩阵。
    规范二次型的矩阵是规范对角矩阵。
可逆线性变量替换
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实对称矩阵的合同
    两个
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二次型的标准化和规范化
    1．每个二次型都可以用可逆线性变量替换化为标准二次型和规范二次型。
    也就是每个实对称矩阵都会同于对角矩阵和规范对角矩阵。
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[image: image791.wmf]A

是一个实对称矩阵，则存在正交矩阵
[image: image792.wmf]Q

，使得
[image: image793.wmf]AQ
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是对角矩阵。
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    2．标准化和规范化的方法
    ①正交变换法
    ② 配方法
    3．惯性定理与惯性指数
      定理：一个二次型用可逆线性变换替换化出的标准形的各个平方项的系数中，大于0的个数和小于0的个数是由原二次型所决定的，分别称为原二次型的正、负惯性指数。
           一个二次型化出的规范二次型在形式上是唯一的，也即相应的规范对角矩阵是唯一的。
          用矩阵的语言来说：一个实对称矩阵
[image: image797.wmf]A

合同于唯一规范对角矩阵。
      定理：二次型的正、负惯性指数在可逆线性变量替换下不变；两个二次型可互相转化的充要条件是它们的正、负惯性指数相等。
      实对称矩阵的正（负）惯性指数就等于正（负）特征值的个数。
正定二次型与正定矩阵
       定义：一个二次型
[image: image798.wmf](
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称为正定二次型，如果当
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           例如，标准二次型
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      （必要性“
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，此时
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同样可证每个
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       实对称矩阵正定即二次型
[image: image809.wmf]Ax
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正定，也就是：当
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            例如实对角矩阵
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    定义：设
[image: image815.wmf]A

是一个
[image: image816.wmf]n

阶矩阵，记
[image: image817.wmf]r

A

是
[image: image818.wmf]A

的西北角的
[image: image819.wmf]r

阶小方阵，称
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为
[image: image821.wmf]A

的第
[image: image822.wmf]r

个顺序主子式（或
[image: image823.wmf]r

阶顺序主子式）。
附录一  内积，正交矩阵，实对称矩阵的对角化
    一．向量的内积
    1．定义
    两个
[image: image824.wmf]n

维实向量
[image: image825.wmf]b
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的内积是一个数，记作
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，规定为它们对应分量乘积之和。
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    2．性质
    ①对称性：
[image: image830.wmf](
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    ②双线性性质：
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    ③正交性：
[image: image834.wmf](
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    3．长度与正交
    向量
[image: image837.wmf]a

的长度
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    单位向量：长度为
[image: image841.wmf]1

的向量
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[image: image845.wmf]0

¹

a

，则
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是单位向量，称为
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    两个向量
[image: image849.wmf]b
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如果内积为0：
[image: image850.wmf](
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，称它们是正交的。
    如果
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维向量组
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两两正交，并且每个都是单位向量，则称为单位正交向量组。
    例1．如果向量组
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两两正交，并且每个向量都不为零向量，则它们线性无关。
        证：记
[image: image854.wmf](
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    则
[image: image856.wmf](
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    例2．若
[image: image858.wmf]A

是一个实的矩阵，则
[image: image859.wmf](
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    二．正交矩阵
    一个实
[image: image860.wmf]n

阶矩阵
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如果满足
[image: image862.wmf]E

AA

T

=

，就称为正交矩阵。
[image: image863.wmf]1

-

=

A

A

T


    定理  
[image: image864.wmf]A

是正交矩阵
[image: image865.wmf]A
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的行向量组是单位正交向量组。
                      
[image: image866.wmf]A

Û

的列向量组是单位正交向量组。
    例3．正交矩阵
[image: image867.wmf]A

保持内积，即
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    例4．（04）
[image: image871.wmf]A

是3阶正交矩阵，并且
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的解。
    三．施密特正交化方法
    这是把一个线性无关的向量组改造为与之等价的单位正交向量组的方法。
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    ①正交化：令
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    ②单位化：令
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    四．实对称矩阵的对角化
    设
[image: image889.wmf]A

是一个实的对称矩阵，则
    ①
[image: image890.wmf]A

的每个特征值都是实数。
    ②对每个特征值
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    ③属于不同特征值的特征向量互相正交。
    于是：存在正交矩阵
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，使得
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    例5．（04）
[image: image913.wmf]A

是
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阶实对称矩阵，
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    （1）求
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    （2）求
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。
    解：（1）另一个特征值为
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    此方程组
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    于是，每个非零解都是属于
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的特征向量。
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附录二  向量空间
    1．
[image: image936.wmf]n

维向量空间及其子空间
    记为
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由全部
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维实向量构成的集合，这是一个规定了加法和数乘这两种线性运算的集合，我们把它称为
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维向量空间。
    设
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是
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的一个子集，如果它满足
    （1）当
[image: image942.wmf]2

1

,

a

a

都属于
[image: image943.wmf]V

时，
[image: image944.wmf]2

1

a

a

+

也属于
[image: image945.wmf]V

。
    （2）对
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[image: image951.wmf]V

为
[image: image952.wmf]n

R

的一个子空间。
    例如
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    但是非齐次方程组
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    2．基，维数，坐标
    设
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的秩为其维数，记作
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的排了次序的极大无关组为
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    称其中的系数
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    （2）向量的数乘的坐标等于坐标乘数：
    如果向量
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    坐标的意义：设
[image: image999.wmf]V

中的一个向量组
[image: image1000.wmf]t

a

a

a

,

,

,

2

1

L

关于基
[image: image1001.wmf]k

h

h

h

,

,

,

2

1

L

的坐标依次为
[image: image1002.wmf]t

g

g

g

,

,

,

2

1

L

，则
[image: image1003.wmf]t

a

a

a

,

,

,

2

1

L

和
[image: image1004.wmf]t

g

g

g

,

,

,

2

1

L

有相同的线性关系。
    于是，我们可以用坐标来判断向量组的相关性，计算秩和极大无关组等等。
    3．过渡矩阵，坐标变换公式
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    称为坐标变换公式。
    4．规范正交基
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[image: image1026.wmf]V

的一基
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    两个向量的内积等于在规范正交基下的它们坐标的内积。
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两个规范正交基之间的过渡矩阵是正交矩阵。
做题思路
先化简再计算
    例5．（03）设
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注意化简技巧（中间过程也很重要）
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证明一个矩阵可逆切入点     行列式=0 ，证明Ax=E ，
证明两式相等切入点   AB=某个等式=BA  
（从对称性想到AB可逆BA也可逆的着手点
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