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考研数学概率论辅导讲义
主讲：马超
第二章  随机变量及其分布
第一节  基本概念

1、概念网络图
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2、重要公式和结论

	（1）离散型随机变量的分布律
	设离散型随机变量[image: image4.wmf]X

的可能取值为Xk(k=1,2,…)且取各个值的概率，即事件(X=Xk)的概率为
P(X=xk)=pk，k=1,2,…，
则称上式为离散型随机变量[image: image5.wmf]X

的概率分布或分布律。有时也用分布列的形式给出：
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显然分布律应满足下列条件：
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	（2）连续型随机变量的分布密度
	设[image: image10.wmf])
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是随机变量[image: image11.wmf]X

的分布函数，若存在非负函数[image: image12.wmf])
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则称[image: image15.wmf]X

为连续型随机变量。[image: image16.wmf])
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称为[image: image17.wmf]X

的概率密度函数或密度函数，简称概率密度。
密度函数具有下面4个性质：
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	（3）离散与连续型随机变量的关系
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积分元
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在离散型随机变量理论中所起的作用相类似。

	（4）分布函数
	设
[image: image23.wmf]X

为随机变量，
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是任意实数，则函数
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称为随机变量X的分布函数，本质上是一个累积函数。
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  可以得到X落入区间
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的概率。分布函数
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表示随机变量落入区间（– ∞，x]内的概率。

分布函数具有如下性质：
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是单调不减的函数，即
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对于离散型随机变量，
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对于连续型随机变量，
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	（5）八大分布
	0-1分布
	P(X=1)=p, P(X=0)=q


	
	二项分布
	在
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重贝努里试验中，设事件
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发生的概率为
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。事件
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发生的次数是随机变量，设为
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，则
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可能取值为
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则称随机变量
[image: image51.wmf]X

服从参数为
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的二项分布。记为
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，这就是（0-1）分布，所以（0-1）分布是二项分布的特例。

	
	泊松分布
	设随机变量
[image: image58.wmf]X

的分布律为
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则称随机变量
[image: image62.wmf]X

服从参数为
[image: image63.wmf]l

的泊松分布，记为
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泊松分布为二项分布的极限分布（np=λ，n→∞）。

	
	超几何分布
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随机变量X服从参数为n,N,M的超几何分布，记为H(n,N,M)。

	
	几何分布
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随机变量X服从参数为p的几何分布，记为G(p)。

	
	均匀分布
	设随机变量[image: image68.wmf]X

的值只落在[a，b]内，其密度函数[image: image69.wmf])
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      其他，

则称随机变量[image: image72.wmf]X

在[a，b]上服从均匀分布，记为X~U(a，b)。
分布函数为
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当a≤x1<x2≤b时，X落在区间（[image: image74.wmf]2
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	指数分布
	[image: image1480.wmf],
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的指数分布。

X的分布函数为

    
              
 

 

 记住积分公式：
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	正态分布
	设随机变量[image: image79.wmf]X

的密度函数为


[image: image80.wmf]2

2

2

)

(

2

1

)

(

s

m

s

p

-

-

=

x

e

x

f

，  [image: image81.wmf]+¥

<

<

¥

-

x

，
其中[image: image82.wmf]m

、[image: image83.wmf]0

>

s

为常数，则称随机变量[image: image84.wmf]X
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	（6）分位数
	下分位表：
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	（7）函数分布
	离散型
	已知
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	连续型
	先利用X的概率密度fX(x)写出Y的分布函数FY(y)＝P(g(X)≤y)，再利用变上下限积分的求导公式求出fY(y)。


例2．1：4黑球，2白球，每次取一个，不放回，直到取到黑为止，令X(ω)为“取白球的数”，求X的分布律。

例2．2：给出随机变量[image: image120.wmf]X

的取值及其对应的概率如下：
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判断它是否为随机变量[image: image122.wmf]X

的分布律。

例2．3：设离散随机变量
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的分布列为
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的分布函数，并求
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例2．4： 
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例2．5：袋中装有α个白球及β个黑球，从袋中先后取a+b个球（放回），试求其中含a个白球，b个黑球的概率（a≤α，b≤β）。

例2．6：某人进行射击，设每次射击的命中率为0.001，若独立地射击5000次，试求射中的次数不少于两次的概率，用泊松分布来近似计算。
例2．7：设某时间段内通过一路口的汽车流量服从泊松分布，已知该时段内没有汽车通过的概率为0.05，则这段时间内至少有两辆汽车通过的概率约为多少？

例2．8：袋中装有α个白球及β个黑球，从袋中任取a+b个球，试求其中含a个白球，b个黑球的概率（a≤α，b≤β）。

例2．9：袋中装有α个白球及β个黑球，从袋中先后取a+b个球（不放回），试求其中含a个白球，b个黑球的概率（a≤α，b≤β）。

例2．10：袋中装有α个白球及β个黑球，从袋中先后取a+b个球（放回），试求直到第a+b次时才取到白球的概率（a≤α，b≤β）。

例2．11：4黑球，2白球，每次取一个，放回，直到取到黑为止，令X(ω)为“抽取次数”，求X的分布律。

例2．12：5把钥匙，只有一把能打开，如果某次打不开不扔掉，问以下事件的概率？

①第一次打开；②第二次打开；③第三次打开。

例2．13：若随机变量X服从[1，6]上的均匀分布，求方程
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例2．14：设非负随机变量Ｘ的密度函数为f(x)=A 
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例2．16：X~N(2,σ2)且P(2<X<4)＝0.3，则P(X<0)＝？

例2．17：设随机变量X服从正态分布N(0,1)，对给定的
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例2．18：已知随机变量
[image: image145.wmf]X

的分布列为
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例2．19：已知随机变量
[image: image149.wmf])
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的密度函数
[image: image151.wmf])
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第二节  重点考核点

常见分布、函数分布

第三节  常见题型

1、常见分布

例2．20：若有彼此独立工作的同类设备90台，每台发生故障的概率为0.01。现配备三个修理工人，每人分块包修30台，求设备发生故障而无人修理的概率。若三人共同负责维修90台，这时设备发生故障而无人修理的概率是多少？

例2．21：随机变量X满足P（X>h）=P(X>a+h∣X>a). (a,h均为正整数)的充分条件为：

(1) X服从几何分布 P(X=k)=p(1-p)k-1 (k=1,2,…)
(2) X服从二项分布 P(X=k)=
[image: image152.wmf]k

n
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 Pk (1-p)n-k (k=0,1,2,…n)
例2．22：实验器皿中产生甲乙两种细菌的机会是相等的，且产生细菌的数X服从参数为λ的泊松发布，试求：

（1）产生了甲类细菌但没有乙类细菌的概率；

（2）在已知产生了细菌而且没有甲类细菌的条件下，有两个乙类细菌的概率。

例2．23：设随机变量X服从[a,b](a>0)的均匀分布，且P(0<X<3)＝
[image: image153.wmf]4

1

，P(X>4)＝
[image: image154.wmf]2

1

，求：

   （1）X的概率密度   （2）P(1<X<5)

例2．24：X,Y独立，均服从U[1,3]，A={X≤a}，B={Y≤a}，已知P(A∪B)=
[image: image155.wmf]9

5

,求a=？ 
定义：如果P({X≤x}∩{Y≤y})=P(X≤x)P(Y≤y)，称X与Y独立。

例2．25：设随机主量X的概率密度为
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其使得
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例2．26：设顾客到某银行窗口等待服务的时间X（单位：分）服从指数发布，其密度函数为
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某顾客在窗口等待服务，如超过10分钟，他就离开。他一个月到银行5次，以Y表示一个月内他未等到服务而离开窗口的次数，求Y的分布列，并求P(Y≥1)。

例2．27：X3~N(1,72)，则P(1<X<2)=？

例2．28：设随机变量X的概率密度为：
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则其分布函数F(x)是
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例2．29：设随机变量X的绝对值不大于1，即|X|≤1，且
[image: image164.wmf]4
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，在事件{-1<X<1}出现的条件下，X在（-1，1）内的任一子区间上取值的条件概率与该子区间长度成正比。试求X的分布函数F(x)及P（X<0）（即X取负值的概率）。

2、函数分布

例2．30：设随机变量X具有连续的分布函数F(x)，求Y=F（X）的分布函数F（y）。

（或证明题：

设X的分布函数F(x)是连续函数，证明随机变量Y=F（X）在区间（0，1）上服从均匀分布。）

例2．31：设随机变量X的概率密度为
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F（x）是X的分布函数，求随机变量Y=F（X）的分布函数。

例2．32：假设一设备开机后无故障工作的时间X服从指数分布，平均无故障工作的时间（EX）为5小时。设备定时开机，出现故障时自动关机，而在无故障的情况下工作2小时便关机。试求该设备每次开机无故障工作的时间Y的分布函数F（y）。

第四节  历年真题

数学一：

1（88，2分）设随机变量X服从均值为10，均方差为0.02的正态分布上。已知
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则X落在区间（9.95, 10.05）内的概率为


。

2（88，6分）
设随机变量X的概率密度函数为
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的概率密度函数
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3（89，2分）
设随机变量
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在区间（1，6）上服从均匀分布，则方程
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4（90，2分）
已知随机变量X的概率密度函数
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5（93，3分）
设随机变量X服从（0，2）上的均匀分布，则随机变量
[image: image174.wmf]2
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在（0，4）内的概率分布密度
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6（95，6分）
设随机变量X的概率密度为
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求随机变量
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的概率密度
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7（02，3分）
设随机变量X服从正态分布
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8（04，4分）      设随机变量X服从正态分布N(0,1)，对给定的
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9（06，4分）  设随机变量
[image: image192.wmf]X

服从正态分布
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数学三：

1（87，2分）（是非题）
连续型随机变量取任何给定实数值的概率都等于0。


2（87，4分）
已知随机变量X的概率分布为P{X=1}=0.2，P{X=2}=0.3, P{X=3}=0.5试写出其分布函数F(x).


3（88，6分）
设随机变量X在区间（1，2）上服从均匀分布，试求随机变量
[image: image201.wmf]X

e

Y

2

=

的概率密度f(y)。


4（89，3分）
设随机变量X的分布函数为
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则A=


，
[image: image203.wmf]}
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5（89，8分）
设随机变量X在[2，5]上服从均匀分布，现在对X进行三次独立观测，试求至少有两次观测值大于3的概率。

6（90，7分）
对某地抽样调查的结果表明，考生的外语成绩（百分制）近似服从正态分布，平均成绩为72分，96分以上的占考生总数的2.3%，试求考生的外语成绩在60分至84分之间的概率。

[附表]：
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表中
[image: image205.wmf])
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是标准正态分布函数。


7（91，3分）
设随机变量X的分布函数为
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则X的概率分布为


。

8（91，5分）
一辆汽车沿一街道行驶，要过三个均设有红绿信号灯的路口，每个信号灯为红或绿与其他信号灯为红或绿相互独立，且红、绿两种信号显示的时间相等。以X表示该汽车首次遇到红灯前已通过的路口的个数，求X的概率分布。


9（92，7分）
设测量误差X~N（0，102）。试求在100次独立重复测量中，至少有三次测量误差的绝对值大于19.6的概率α，并用泊松分布求出α的近似值（要求小数点后取两位有效数字）。


[附表]：
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10（93，8分）
设一大型设备在任何长为t的时间内发生故障的次数N（t）服从参数为λt的泊松分布。

（1） 求相继两次故障之间时间间隔T的概率分布；

（2） 求在设备已经无故障工作8小时的情形下，再无故障运行8小时的概率Q。

11（94，3分）
设随机变量X的概率密度为
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以Y表示对X的三次独立重复观察中事件
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12（95，3分）
设随机变量X~N（μ，σ2），则随着σ的增大，概率
[image: image211.wmf])
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（A）单调增大。






（B）单调减小。


（C）保持不变。






（D）增减不定。

13（97，7分）
设随机变量X的绝对值不大于1，
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。在事件{-1<X<1}出现的条件下，X在区间（-1，1）内的任一子区间上取值的条件概率与该子区间的长度成正比。试求X的分布函数
[image: image213.wmf])

(

)

(

x

X

P

x

F

£

=

。

14（00，3分）
设随机变量X的概率密度为
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15（03，13分）
设随机变量X的概率密度为


[image: image216.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

Î

=

其他

若

,

0

]

8

,

1

[

,

3

1

)

(

3

2

x

x

x

f




[image: image217.wmf].

)

(

.

)

(

的分布函数

求随机变量

的分布函数

是

X

F

Y

X

x

F

=


16（04，4分）   设随机变量
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17（06，4分）  设随机变量X服从正态分布
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第三章  二维随机变量及其分布
第一节  基本概念

1、概念网络图
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2、重要公式和结论

	（1）联合分布
	离散型
	如果二维随机向量
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（X，Y）的所有可能取值为至多可列个有序对（x,y），则称
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为离散型随机量。

设
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=（X，Y）的所有可能取值为
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=（X，Y）的分布律或称为X和Y的联合分布律。联合分布有时也用下面的概率分布表来表示：
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	这里pij具有下面两个性质：

（1）pij≥0（i,j=1,2,…）；

（2）
[image: image256.wmf].
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	连续型
	对于二维随机向量
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则称
[image: image260.wmf]x

为连续型随机向量；并称f(x,y)为
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=（X，Y）的分布密度或称为X和Y的联合分布密度。


分布密度f(x,y)具有下面两个性质：

（1） f(x,y)≥0;

（2） 
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	（2）二维随机变量的本质
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	（3）联合分布函数
	设（X，Y）为二维随机变量，对于任意实数x,y,二元函数
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称为二维随机向量（X，Y）的分布函数，或称为随机变量X和Y的联合分布函数。


分布函数是一个以全平面为其定义域，以事件
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的概率为函数值的一个实值函数。分布函数F(x,y)具有以下的基本性质：

（1）
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（2）F（x,y）分别对x和y是非减的，即

当x2>x1时，有F（x2,y）≥F(x1,y);当y2>y1时，有F(x,y2) ≥F(x,y1);
（3）F（x,y）分别对x和y是右连续的，即
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（4）
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（5）对于
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	（4）离散型与连续型的关系
	
[image: image271.wmf]dxdy

y

x

f

dy

y

Y

y

dx

x

X

x

P

y

Y

x

X

P

)

(

)

(

)

(

，

，

，

»

+

£

<

+

£

<

»

=

=



	（5）边缘分布
	离散型
	X的边缘分布为
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	连续型
	X的边缘分布密度为
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Y的边缘分布密度为
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	（6）条件分布
	离散型
	在已知X=xi的条件下，Y取值的条件分布为
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在已知Y=yj的条件下，X取值的条件分布为
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	连续型
	在已知Y=y的条件下，X的条件分布密度为
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；
在已知X=x的条件下，Y的条件分布密度为
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	（7）独立性
	一般型
	F(X,Y)=FX(x)FY(y)

	
	离散型
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	连续型
	f(x,y)=fX(x)fY(y)
直接判断，充要条件：

①可分离变量

②正概率密度区间为矩形

	
	二维正态分布
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[image: image282.wmf]r
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	随机变量的函数
	若X1,X2,…Xm,Xm+1,…Xn相互独立， h,g为连续函数，则：

h（X1，X2,…Xm）和g（Xm+1,…Xn）相互独立。

特例：若X与Y独立，则：h（X）和g（Y）独立。

例如：若X与Y独立，则：3X+1和5Y-2独立。

	（8）二维均匀分布
	设随机向量（X，Y）的分布密度函数为
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其中SD为区域D的面积，则称（X，Y）服从D上的均匀分布，记为（X，Y）～U（D）。

例如图3.1、图3.2和图3.3。
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	（9）二维正态分布
	设随机向量（X，Y）的分布密度函数为
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其中
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是5个参数，则称（X，Y）服从二维正态分布，

记为（X，Y）～N（
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由边缘密度的计算公式，可以推出二维正态分布的两个边缘分布仍为正态分布，

即X～N（
[image: image287.wmf]).
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	（10）函数分布
	Z=X+Y
	根据定义计算：
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对于连续型，fZ(z)＝
[image: image290.wmf]dx

x

z

x

f

ò

+¥

¥

-

-

)

,

(


两个独立的正态分布的和仍为正态分布（
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n个相互独立的正态分布的线性组合，仍服从正态分布。
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	Z=max,min(X1,X2,…Xn)
	若
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	设n个随机变量
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我们称随机变量W服从自由度为n的
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分布，记为W～
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所谓自由度是指独立正态随机变量的个数，它是随机变量分布中的一个重要参数。
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	t分布
	设X，Y是两个相互独立的随机变量，且
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我们称随机变量T服从自由度为n的t分布，记为T～t(n)。
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	F分布
	设
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我们称随机变量F服从第一个自由度为n1，第二个自由度为n2的F分布，记为F～f(n1, n2).
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例3．1  二维随机向量（X，Y）共有六个取正概率的点，它们是：（1，-1），（2，-1），（2，0），2，2），（3，1），（3，2），并且（X，Y）取得它们的概率相同，则（X，Y）的联合分布及边缘分布为
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例3．2： 设二维连续型随机变量（X，Y）在区域D上服从均匀分布，其中
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求X的边缘密度fX(x)
例3．3：设随机变量X以概率1取值0，而Y是任意的随机变量，证明X与Y相互独立。

例3．4：如图3.1，f(x,y)=8xy, fX(x)=4x3, fY(y)=4y-4y3，不独立。

例3．5：f(x,y)=
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例3．6：设X和Y是两个相互独立的随机变量，且X～U（0，1），Y～e（1），求Z=X+Y的分布密度函数fz(z)。

例3．7：设随机变量X与Y独立，其中X的概率分布为
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而Y的概率密度为e(1)，求随机变量U=
[image: image334.wmf]1
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Y

X

的概率密度g(u)。

第二节  重点考核点

二维随机变量联合分布函数、随机变量的独立性、简单函数的分布

第三节  常见题型

1、二维随机变量联合分布函数

例3．8：如下四个二元函数，哪个不能作为二维随机变量（X，Y）的分布函数？
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（C）
[image: image337.wmf]
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例3．9：设X与Y是两个相互独立的随机变量，它们均匀地分布在（0,
[image: image340.wmf]l

）内，试求方程t2+Xt+Y=0有实根的概率。

例3．10：将一枚均匀硬币连掷三次，以X表示三次试验中出现正面的次数，Y表示出现正面的次数与出现反面的次数的差的绝对值，求（X，Y）的联合分布律。

例3．11：设随机变量
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例3．12：设某班车起点站上车人数X服从参数为
[image: image344.wmf])
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的泊松分布，每位乘客在中途下车的概率为p(0<p<1)，并且他们在中途下车与否是相互独立的，用Y表示在中途下车的人数，求：二维随机向量（X，Y）的概率分布。

例3．13：设平面区域D是由
[image: image345.wmf]x

y

1

=

与直线y=0,x=1,x=e2所围成（如图3.15），二维随机向量ξ=（X，Y）在D上服从均匀分布，求（X，Y）关于X的边缘分布密度在x=2处的值。
例3．14：设随机变量
[image: image346.wmf]X

在区间
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上服从均匀分布，在
[image: image348.wmf])
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的条件下，随机变量
[image: image349.wmf]Y

在区间
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上服从均匀分布，求

(Ⅰ) 随机变量
[image: image351.wmf]X

和
[image: image352.wmf]Y

的联合概率密度；

(Ⅱ) 
[image: image353.wmf]Y

的概率密度； 

(Ⅲ) 概率
[image: image354.wmf]}
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2、随机变量的独立性

例3．15：设随机变量X在1，2，3，4四个整数中等可能地取值，另一随机变量Y在1～X中等可能地取一整数值，试求（X，Y）的分布律，X，Y的边缘分布律，并判断独立性。

例3．16：设随机变量X与Y独立，并且P(X=1)=P(Y=1)=p，P(X=0)=P(Y=0)=1-p=q，0<p<1。定义随机变量Z为
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问当p取何值时，X与Z相互独立？

例3．17：设
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求：（1）A，B，C的值；

(2) f(x,y);


(3) f1(x),f2(y)

(4) 判断独立性。

例3．18：设（X，Y）的密度函数为
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试求：
（1）X，Y的边缘密度函数，并判别其独立性；



（2）（X，Y）的条件分布密度；



（3）P（X>2|Y<4）.

3、简单函数的分布

例3．19：设随机变量
[image: image358.wmf])
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相互独立同B（1，0，4），求行列式
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的概率分布。

例3．20：设随机变量（X，Y）的分布密度为
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试求
Z=X-Y的分布密度。

例3．21：设随机变量X和Y的联合分布是正方形G={（x,y）|1≤x≤3, 1≤y≤3}上的均匀分布，试求随机变量U=|X-Y|的概率密度f(u).
例3．22：设某型号的电子元件寿命（以小时计）近似服从N（160，202）分布，随机选取4件，求其中没有一件寿命小于180小时的概率。

例3．23：对某种电子装置的输出测量了5次，得到的观察值
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，设它们是相互独立的变量，且都服从同一分布
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试求：
[image: image363.wmf]4

}

,

,

,

,

max{

5

4

3

2

1

>

X

X

X

X

X

的概率。

例3．24：设
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相互独立同N（0，22）分布，求常数a, b, c, d使
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服从
[image: image366.wmf]2
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分布，并求自由度m。

例3．25：设随机变量X与Y相互独立同服从N（0，32）分布，
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是分别来自总体X，Y的样本，求统计量
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的分布。

例3．26：设随机变量X～t(n)(n>1),求
[image: image370.wmf]2
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的分布。

第四节  历年真题

数学一：

1（87，6分）
设随机变量X，Y相互独立，其概率密度函数分别为
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求随机变量Z=2X+Y的概率密度函数。

2（91，6分）
设二维随机变量（X，Y）的概率密度为
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求随机变量Z=X+2Y的分布函数。

3（92，6分）
设随机变量X与Y相互独立，X服从正态分布
[image: image374.wmf])
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，Y服从[-π，π]上均匀分布，试求Z=X+Y的概率分布密度（计算结果用标准正态分布函数Φ表示，其中
[image: image375.wmf])
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4（94，3分）
设相互独立的两个数随机变量X与Y具有同一分布律，且X的分布律为
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则随机变量Z=max{X，Y}的分布律为


。

5（95，3分）
设X和Y为两个随机变量，且
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6（98，3分）设平面区域D由曲线
[image: image379.wmf]所围成

及直线

2

,

1

,

0

1

e

x

x

y

x

y

=

=

=

=

，二维随机变量（X，Y）在区域D上服从均匀分布，则（X，Y）关于X的边缘概率密度在x=2处的值为

。


7（99，3分）
设两个相互独立的随机变量X和Y分别服从正态分布N（0，1）和N（1，1），则
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8（99，8分）
设随机变量X与Y相互独立，下表列出了二维随机变量（X，Y）联合分布律及关于X和关于Y的边缘分布律中的部分数值，试将其余数值填入表中的空白处。
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9（02，3分）
设
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10（03，4分）
设二维随机变量（X，Y）的概率密度为
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11（05，4分）  从数1，2，3，4中任取一个数，记为X，再从1，…，X中任取一个数，记为Y，则P{Y=2}=

.

12（05，4分）  设二维随机变量（X，Y）的概率分布为
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已知随机事件{X=0}与{X+Y=1}互相独立，则


（A）a=0.2, b=0.3



（B） a=0.4, b=0.1


（D）a=0.3, b=0.2



（D）a=0.1, b=0.4
   [        ]

13（05，9分）  设二维随机变量（X，Y）的概率密度为


[image: image403.wmf]î

í

ì

<

<

<

<

=

其他

,

0

,

2

0

,

1

0

,

1

)

,

(

x

y

x

y

x

f


    求：（I）（X，Y）的边缘概率密度
[image: image404.wmf]);
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 （II）Z=2X－Y的概率密度
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14（06，4分）设随机变量
[image: image406.wmf]X

与
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相互独立，且均服从区间[0, 3]上的均匀分布，则
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15（06，9分）随机变量x的概率密度为
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为二维随机变量(X,Y)的分布函数.

(Ⅰ)求Y的概率密度
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数学三：

1（90，3分）
设随机变量X和Y相互独立，其概率分布为
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则下列式子正确的是：
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2（90，5分）
一电子仪器由两个部件构成，以X和Y分别表示两个部件的寿命（单位：千小时），已知X和Y的联合分布函数为：
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（1） 问X和Y是否独立？

（2） 求两个部件的寿命都超过100小时的概率。

3（92，4分）
设二维随机变量（X，Y）的概率密度为
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（1） 求X的概率密度
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4（94，8分）
设随机变量
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求行列式
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的概率分布。

5（95，8分）
已知随机变量（X，Y）的联合概率密度为
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求（X，Y）的联合分布函数。


6（97，3分）
设两个随机变量X与Y相互独立且同分布，P（X=-1—）=P（Y=-1）=
[image: image426.wmf]2

1

，P（X=1）=P（Y=1）=
[image: image427.wmf]2
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，则下列各式成立的是
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7（98，3分）
设
[image: image432.wmf])
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分别为随机变量X1与X2的分布函数。为使
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是某一随机变量的分布函数，在下列给定的各组数值中应取


（A）
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（D）
[image: image437.wmf]2

3

,

2

1

-

=

=

b

a


8（99，3分）
设随机变量
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且满足
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9（01，8分）
设随机变量X和Y的联合分布是正方形
[image: image442.wmf]}
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上的均匀分布。试求随机变量
[image: image443.wmf])
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10（03，13分）
设随机变量X与Y独立，其中X的概率分布为
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而Y的概率密度为f(y)，求随机变量U=X+Y的概率密度g(u)。

11（05，4分）从数1，2，3，4中任取一个数，记为X，再从1，…，X中任取一个数，记为Y，则P{Y=2}=
      
.

12（05，4分） 设二维随机变量（X，Y）的概率分布为


Y

X         0

    1

0
      0.4

a

1
       b

   0.1

若随机事件{X=0}与{X+Y=1}互相独立，则a =_____________, b =_____________.

13（05，13分） 设二维随机变量（X, Y）的概率密度为
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 求：（I）(X,Y) 的边缘概率密度
[image: image446.wmf]);

(

),

(

y

f

x

f

Y

X




（II）Z=2X-Y的概率密度
[image: image447.wmf]);
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（III）
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14（06，4分） 设随机变量X与Y相互独立,且均服从区间
[image: image449.wmf][
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上的均匀分布,则
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第四章  随机变量的数字特征
第一节  基本概念

1、概念网络图
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2、重要公式和结论

	（1）一维随机变量的数字特征
	
	离散型
	连续型

	
	期望

期望就是平均值
	设X是离散型随机变量，其分布律为P(
[image: image453.wmf]k
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（要求绝对收敛）
	设X是连续型随机变量，其概率密度为f(x)，
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（要求绝对收敛）

	
	函数的期望
	Y=g(X)
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	Y=g(X)
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	方差

D(X)=E[X-E(X)]2，

标准差
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	矩
	①对于正整数k，称随机变量X的k次幂的数学期望为X的k阶原点矩，记为vk,即

νk=E(Xk)= 
[image: image461.wmf]å
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②对于正整数k，称随机变量X与E（X）差的k次幂的数学期望为X的k阶中心矩，记为
[image: image462.wmf]k
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，即
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	①对于正整数k，称随机变量X的k次幂的数学期望为X的k阶原点矩，记为vk,即
νk=E(Xk)=
[image: image465.wmf]ò
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②对于正整数k，称随机变量X与E（X）差的k次幂的数学期望为X的k阶中心矩，记为
[image: image466.wmf]k
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，即
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	切比雪夫不等式
	设随机变量X具有数学期望E（X）=μ，方差D（X）=σ2，则对于任意正数ε，有下列切比雪夫不等式
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切比雪夫不等式给出了在未知X的分布的情况下，对概率
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的一种估计，它在理论上有重要意义。

	（2）期望的性质
	（1） E(C)=C

（2） E(CX)=CE(X)

（3） E(X+Y)=E(X)+E(Y)，
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（4） E(XY)=E(X) E(Y)，充分条件：X和Y独立；

                         充要条件：X和Y不相关。

	（3）方差的性质
	（1） D(C)=0；E(C)=C

（2） D(aX)=a2D(X)；  E(aX)=aE(X)

（3） D(aX+b)= a2D(X)；  E(aX+b)=aE(X)+b

（4） D(X)=E(X2)-E2(X)

（5） D(X±Y)=D(X)+D(Y)，充分条件：X和Y独立；

                            充要条件：X和Y不相关。

          D(X±Y)=D(X)+D(Y) ±2E[(X-E(X))(Y-E(Y))]，无条件成立。

而E(X+Y)=E(X)+E(Y)，无条件成立。

	（4）常见分布的期望和方差
	
	期望
	方差

	
	0-1分布
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	二项分布
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	泊松分布
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	几何分布
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	超几何分布
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	均匀分布
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	指数分布
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	正态分布
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	（5）二维随机变量的数字特征
	期望
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	函数的期望
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	协方差
	对于随机变量X与Y，称它们的二阶混合中心矩
[image: image508.wmf]11
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为X与Y的协方差或相关矩，记为
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与记号
[image: image511.wmf]XY
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相对应，X与Y的方差D（X）与D（Y）也可分别记为
[image: image512.wmf]XX
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与
[image: image513.wmf]YY
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。

	
	相关系数
	对于随机变量X与Y，如果D（X）>0, D(Y)>0，则称
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为X与Y的相关系数，记作
[image: image515.wmf]XY
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（有时可简记为
[image: image516.wmf]r

）。


|
[image: image517.wmf]r

|≤1，当|
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|=1时，称X与Y完全相关：
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完全相关
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而当
[image: image521.wmf]0
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时，称X与Y不相关。

以下五个命题是等价的：

①
[image: image522.wmf]0
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；

②cov(X,Y)=0;

③E(XY)=E(X)E(Y);

④D(X+Y)=D(X)+D(Y);

⑤D(X-Y)=D(X)+D(Y).

	
	协方差矩阵
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	混合矩
	对于随机变量X与Y，如果有
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存在，则称之为X与Y的k+l阶混合原点矩，记为
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；k+l阶混合中心矩记为：
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	（6）协方差的性质
	(i) cov (X, Y)=cov (Y, X);

(ii) cov(aX,bY)=ab cov(X,Y);

(iii) cov(X1+X2, Y)=cov(X1,Y)+cov(X2,Y);

(iv) cov(X,Y)=E(XY)-E(X)E(Y).

	（7）独立和不相关
	（i） 若随机变量X与Y相互独立，则
[image: image527.wmf]0
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；反之不真。

（ii） 若（X，Y）～N（
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），

则X与Y相互独立的充要条件是X和Y不相关。


例4．1：箱内装有5个电子元件，其中2个是次品，现每次从箱子中随机地取出1件进行检验，直到查出全部次品为止，求所需检验次数的数学期望。

例4．2：将一均匀骰子独立地抛掷3次，求出现的点数之和的数学期望。

例4．3：袋中装有标着1，2，…，9号码的9只球，从袋中有放回地取出4只球，求所得号码之和X的数学期望。

例4．4：设随机变量X的概率密度为
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求E（X）及D（X）。

例4．5：设随机变量X~N（0， 4）， Y~U（0， 4），且X，Y相互独立，求E（XY），D（X+Y）及D（2X-3Y）。

例4．6：罐中有5颗围棋子，其中2颗为白子，另3颗为黑子，如果有放回地每次取1子，共取3次，求3次中取到的白子次数X的数学期望与方差。

例4．7：在上例中，若将抽样方式改为不放回抽样，则结果又是如何？

例4．8：“随机变量X的数学期望E(X)= μ.”的充分条件：

(1)X的密度函数为f(x)=
[image: image530.wmf]l
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 (λ>0,-∞<x<+∞)
(2) X的密度函数为
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例4．9：利用切比雪夫不等式估计随机变量与其数学期望之差大于3倍标准差的概率。

例4．10：设随机变量X和Y的方差存在且不等于0，则D（X+Y）=D（X）+D（Y）是X和Y

（

）。

（A） 不相关的充分条件，且不是必要条件；

（B） 独立的充分条件，但不是必要条件；

（C） 不相关的充分必要条件；

（D） 独立的充分必要条件。

例4．11：设X与Y相互独立都服从P（λ），令U=2X+Y，V=2X-Y。求随机变量U和V的相关系数
[image: image533.wmf].
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例4．12：设（X，Y）服从D={(x,y)|x2+y2≤1|}上的均匀分布，求
[image: image534.wmf],

XY

XY

r

s

和

并且讨论X与Y的独立性。

第二节  重点考核点

常见分布的数学期望和方差；随机变量矩、协方差和相关系数；独立和不相关

第三节  常见题型

1、一维随机变量及其函数的数字特征

例4．13：判断随机变量X是否存在期望和方差。

（1）
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例4．14：设随机变量X在区间[a, b]中取值，证明：a≤E(X)≤b。

例4．15：将n只球放入到N只盒子中去，设每只球落入各个盒子是等可能的，求有球盒子数X的数学期望。

例4．16：一辆送客汽车，载有m位乘客从起点站开出，沿途有n个车站可以下车，若到达一个车站，没有乘客下车就不停车。设每位乘客在每一个车站下车是等可能的，试求汽车平均停车次数。

例4．17：投硬币n次，设X为出现正面后紧接反面的次数，求E(X)。

例4．18：一台仪器由5只不太可靠的元件组成，已知各元件出故障是独立的，且第k只元件出故障的概率为
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，则出故障的元件数的方差是
A．1.3    B．1.2    C．1.1      D．1.0
例4．19：设X是n重贝努里试验中事件A出现的次数，且P(A)=p,

令Y= 
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,求Y的数学期望。
例4．20：设随机变量X的概率密度为
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例4．21：地铁到达一站时间为每个整点的第5分、25分、55分钟，设一乘客在早8点～9点之间随机到达，求侯车时间的数学期望。

例4．22：设随机变量X和Y的数学期望分别为-2和2，方差分别为1和4，而相关系数为-0.5，则根据切比雪夫不等式，有
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2、二维随机变量及其函数的数字特征

例4．23：设两个随机变量X，Y相互独立，都服从
[image: image544.wmf],
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求D（|X-Y|）。

例4．24：今有两封信欲投入编号为I、II、III的3个邮筒，设X，Y分别表示投入第I号和第II号邮箱的信的数目，试求（1）（X，Y）的联合分布；（2）X与Y是否独立；（3）令U=max (X,Y), V=min(X,Y)，求E（U）和E（V）。

例4．25：假设二维随机变量（X，Y）在矩形G={（X,Y）|0≤x≤2, 0≤y≤1}上服从均匀分布，记
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（1） 求U和V的联合分布；

（2） 求U和V的相关系数ρ.
例4．26：设X～e（1），
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（k=1,  2）,求：

（1）
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例4．27：设
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为两个随机事件,且
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求

(Ⅰ) 二维随机变量
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的概率分布. 
例4．28：n封信任意投到n个信封里去，而每个信封应该对应着唯一的一封信，设信与信封配对的个数为X，求E(X)与D(X)。

3、独立和不相关

例4．29：已知随机变量X和Y分别服从正态分布N（1，32）和N（0，42），且X与Y的相关系数
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（1）求Z的数学期望E（Z）和方差D（Z）；（2）求X与Z的相关系数
[image: image565.wmf]XZ
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；（3）问X与Z是否相互独立？为什么？

例4．30：设（X，Y）的联合密度函数为
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（1） 判别X，Y是否相互独立，是否相关；

（2） 求E（XY）， D（X+Y）

例4．31：如果X与Y满足D（X+y）=D（X-Y），则必有

（A）X与Y独立。





（B）X与Y不相关。

（C）D（Y）=0。






（D）D(X)·D(Y)=0.



[
]

例4．32：将一枚硬币重复掷n次，以X和Y分别表示正面向上和反面向上的次数，则X与Y的相关系数等于

（A）-1。


（B）0。


（C）
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例4．33：设随机变量X的分布密度为
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(1) 求X的数学期望E（X）和方差D（X）；

(2) 求X与|X|的协方差，并问X与|X|是否不相关？

(3) 问X与|X|是否相互独立？为什么？

例4．34：设A，B是二随机事件，随机变量
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证明X,Y不相关与A,B独立互为充分且必要条件。

例4．35：对于任意二事件A和B，0<P(A)<1,0<P(B)<1,
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称做事件A和B的相关系数。

（1） 证明事件A和B独立的充分必要条件是其相关系数等于零；

（2） 利用随机变量相关系数的基本性质，证明
[image: image572.wmf].
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4、应用题

例4．36：设某种商品每周的需求量X服从区间[10，30]上的均匀分布的随机变量，而经销商店进货数量为区间[10，30]中的某一整数，商店每销售一单位商品可获利500元；若供大于求则削价处理，每处理1单位商品亏损100元；若供不应求，则可从外部调剂供应，此时每1单位商品仅获利300元，为使商店所获利润期望值不少于9280元，试确定最少进货量。

例4．37：市场上对商品需求量为X～U（2000，4000），每售出1吨可得3万元，若售不出而囤积在仓库中则每吨需保养费1万元，问需要组织多少货源，才能使收益最大？

第四节  历年真题

数学一：

1（87，2分）
已知连续型随机变量X的概率密度为
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则EX=


，DX=


。


2（89，6分）
设随机变量X与Y独立，且X~N（1，2），Y~N（0，1），试求随机变量Z=2X-Y+3的概率密度函数。


3（90，2分）
已知随机变量X服从参数为2的泊松分布，且胡机变量Z=3X-2，则EZ=


。

4（90，6分）
设二维随机变量（X，Y）在区域D：0<X<1, |y|<x内服从均匀分布，求关于X的边缘概率密度函数及随机变量Z=2X+1的方差DZ。

5（91，3分）
设随机变量X服从均值为2、方差为
[image: image574.wmf]2
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的正态分布，且
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6（92，3分）
设随机变量X服从参数为1的指数分布，则
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7（93，6分）
设随机变量X的概率密度为
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（1） 求EX和DX；

（2） 求X与|X|的协方差，并问X与|X|是否不相关？

（3） 问X与|X|是否相互独立？为什么？

8（94，6分）
已知随机变量
[image: image578.wmf]的相关系数
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[image: image579.wmf]2
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（1） 求EZ和DZ；

（2） 求X与Z的相关系数
[image: image580.wmf];
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（3） 问X与Z是否相互独立？为什么？

9（95，3分）
设X表示10次独立重复射击命中目标的次数，每次射中目标的概率为0.4，则
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10（96，3分）
设
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 EMBED Equation.3  [image: image583.wmf]h

是两个相互独立且均服从正态分布N（0，
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11（96，6分）
设
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 EMBED Equation.3  [image: image587.wmf]h

是相互独立且服从同一分布的两个随机变量，已知
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的分布律为
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（1） 写出二维随机变量（X，Y）的分布律；

（2） 求EX。

12（97，3分）设两个相互独立的随机变量X和Y的方差分别为4和2，则随机变量3X-2Y的方差是

（A）8


（B）16


（C）28


（D）44



[
]

13（97，7分）
从学校乘汽车到火车站的途中有3个交通岗，假设在各个交通岗遇到红灯的事件是相互独立的，并且概率都是
[image: image590.wmf]5

2

。设X为途中遇到红灯的次数，求随机变量X的分布律、分布函数和数学期望。

14（98，6分）
设两个随机变量X、Y相互独立，且都服从均值为0、方差为
[image: image591.wmf]2
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的正态分布，求|X-Y|的方差。

15（00，3分）
设二维随机变量（X，Y）服从二维正态分布，则随机变量
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16（00，8分）
某流水生产线上每个产品不合格的概率为p(0<p<1)，各产品合格与否相互独立，当出现一个不合格产品时即停机检修。设开机后第一次停机时已生产了的产品个数为X，求E（X）和D（X）。

17（01，3分）
将一枚硬币重复掷n次，以X和Y分别表示正面向上和反面向上的次数，则X和Y的相关系数等于
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18（02，7分）
设随机变量X的概率密度为
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对X独立地重复观察4次，用Y表示观察值大于
[image: image599.wmf]3

p

的次数，求
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的数学期望。


19（03，10分）
已知甲、乙两箱中装有两种产品，其中甲箱中装有3件合格品和3件次品，乙箱中仅装有3件合格品。从甲箱中任取3件产品放入乙箱后，求：

（1） 乙箱中次品件数X的数学期望。

（2）  从乙箱中任取一件产品是次品的概率。

20（04，4分）  设随机变量X服从参数为
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的指数分布，则
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21（04，4分）   设随机变量
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22（04，9分）    设A,B为随机事件，且
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求：（I）二维随机变量(X,Y)的概率分布；

   （II）X和Y的相关系数
[image: image613.wmf].
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数学三：

1（87，4分）
已知随机变量X的概率密度为


[image: image614.wmf]ï

ï

ï

î

ï

ï

ï

í

ì

£

>

=

-

0

,

0

0

,

)

(

2

2

2

2

x

x

e

a

x

x

f

a

x


求随机变量
[image: image615.wmf]X
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的数学期望
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2（89，7分）
已知随机变量（X，Y）的联合密度为
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试求：（1）
[image: image618.wmf]}
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3（91，3分）
对任意两个随机变量X和Y，若
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（C）X与Y独立。





（D）X与Y不独立。
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4（91，6分）
设随机变量（X，Y）在圆域
[image: image623.wmf]2
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上服从联合均匀分布。

（1） 求（X，Y）的相关系数ρ

（2） 问X和Y是否独立？

5（92，5分）
某设备由三大部件构成，在设备运转中各部件需要调整的概率相应为0.10，0.20和0.30。设各部件的状态相互独立，以X表示同时需要调整的部件数，试求E（X）和D（X）。

6（93，8分）
设随机变量X和Y同分布，X的概率密度为


[image: image624.wmf]ï

ï

î

ï

ï

í

ì

<

<

=

其他

,

0

2

0

,

8

3

)

(

2

x

x

x

f


（1） 已知事件
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（2） 求
[image: image626.wmf]2
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的数学期望。

7（94，8分
）
设由自动线加工的某种零件的内径X（毫米）服从正态分布N（μ，1），内径小于10或大于12为不合格品，其作为合格品，销售每件合格品获利，销售每件不合格品亏损。已知销售利润T（单位：元）与销售零件的内径X有如下关系：
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问平均内径μ取何值时，销售一个零件的平均利润最大？


8（95，3分）
设随机变量X和Y独立同分布，记
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（A）不独立。






（B）独立。


（C）相关系数不为零。




（D）相关系数为零。


[
]


9（96，7分）
设一部机器在一天内发生故障的概率为0.2，机器发生故障时全天停止工作。一周五个工作日，若无故障，可获利润10万元；发生一次故障仍可获利润5万元；若发生两次故障，获利润0元；若发生三次或三次以上故障就要亏损2万元。求一周内的利润期望。


10（97，6分）
游客乘电梯从底层到电视塔的顶层观光。电梯于每个整点的第5分钟、第25分钟和第55分钟从底层起行。设一游客在早上八点的第X分钟到达底层侯梯处，且X在[0，60]上服从均匀分布，求该游客等候时间的数学期望。


11（97，6分）
两台同样的自动记录仪，每台无故障工作的时间服从参数为5的指数分布。先开动其中一台，当其发生故障时停用而另一台自动开动。试求两台自动记录仪无故障工作的总时间T的概率密度f(t)、数学期望和方差。


12（98，10分）
一商店经销某种商品，每周的进货量X与顾客对该种商品的需求量Y是两个相互独立的随机变量，且都服从区间[10，20]上的均匀分布。商店每售出一单位商品可得利润1 000元；若需求量超过了进货量，可以其他商店调剂供应，这时每单位商品的售出获利润为500元。试求此商店经销该种商品每周所得利润的期望值。


13（99，3分）
设随机变量
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14（99，9分）
假设二维随机变量（X，Y）在矩形
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上服从均匀分布，记
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（1） 求U和V的联合分布；

（2） 求U和V的相关系数r。

15（00，3分）
设随机变量X在区间[-1，2]上服从均匀分布，随机变量
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则方差DY=
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16（00，8分）
设A，B是二随机事件，随机变量
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试证明随机变量X和Y不相关的充分必要条件是A与B相互独立。


17（01，3分）
将一枚硬币重复掷n次，以X和Y分别表示正面向上和反面向上的次数，则X和Y的相关系数等于


（A）-1


（B）0


（C）
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（D）1
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18（02，3分）
设随机变量X和Y的联合概率分布为

	 

  概率         Y

X
	-1
	0
	1

	0
	0.07
	0.18
	0.15

	1
	0.08
	0.32
	0.20
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19（02，8分）
假设随机变量U在区间[-2，2]上服从均匀分布，随机变量
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试求（1）X和Y的联合概率分布；


（2）D（X+Y）。


20（02，8分）设一设备开机后无故障工作的时间X服从指数分布，平均无故障工作的时间（EX）为5小时。设备定时开机，出现故障时自动关机，而在无故障的情况下工作2小时便关机。试求该设备每次开机无故障工作的时间Y的分布函数F(y)。


21（03，4分）
设随机变量X和Y的相关系数为0.9，若Z=X-0.4，则Y与Z的相关系数为


。

22（04，4分）   设随机变量
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服从参数为
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23（04，13分）    设
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(Ⅰ) 二维随机变量
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的概率分布;

(Ⅱ) 
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的相关系数 
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(Ⅲ) 
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的概率分布. 

24（06，13分）设随机变量X的概率密度为
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 EMBED Equation.DSMT4  [image: image658.wmf](
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为二维随机变量
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(Ⅰ) Y的概率密度
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第五章  大数定律和中心极限定理

第一节  基本概念

1、概念网络图
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列维－林德伯格定理

中心极限定理



[image: image665.wmf]二项定理



[image: image666.wmf]泊松定理


2、重要公式和结论

	（1）大数定律


[image: image667.wmf]m
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	切比雪夫大数定律
	设随机变量X1，X2，…相互独立，均具有有限方差，且被同一常数C所界：D（Xi）<C(i=1,2,…),则对于任意的正数ε，有
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特殊情形：若X1，X2，…具有相同的数学期望E（XI）=μ，则上式成为
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	伯努利大数定律
	设μ是n次独立试验中事件A发生的次数，p是事件A在每次试验中发生的概率，则对于任意的正数ε，有
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伯努利大数定律说明，当试验次数n很大时，事件A发生的频率与概率有较大判别的可能性很小，即
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这就以严格的数学形式描述了频率的稳定性。

	
	辛钦大数定律
	设X1，X2，…，Xn，…是相互独立同分布的随机变量序列，且E（Xn）=μ，则对于任意的正数ε有
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	（2）中心极限定理
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	列维－林德伯格定理
	设随机变量X1，X2，…相互独立，服从同一分布，且具有相同的数学期望和方差：
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的分布函数Fn(x)对任意的实数x，有
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此定理也称为独立同分布的中心极限定理。

	
	棣莫弗－拉普拉斯定理
	设随机变量
[image: image677.wmf]n

X

为具有参数n, p(0<p<1)的二项分布，则对于任意实数x,有
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	（3）二项定理
	若当
[image: image679.wmf])

,

(

,

不变

时

k

n

p

N

M

N

®

¥

®

，则


[image: image680.wmf]k

n

k

k

n

n

N

k

n

M

N

k

M

p

p

C

C

C

C

-

-

-

-

®

)

1

(




[image: image681.wmf]).
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超几何分布的极限分布为二项分布。

	（4）泊松定理
	若当
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[image: image684.wmf]).
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其中k=0，1，2，…，n，…。

二项分布的极限分布为泊松分布。


例5．1：设总体X服从参数为2的指数分布，X1，X2，…，Xn为来自总体X的简单随机样本，则当
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例5．2：设{Xk}为相互独立且同分布的随机变量序列，并且Xk的概率分布为
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试证{Xi}服从大数定律。

例5．3：一生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量是随机的，假设每箱平均重50千克，标准差为5千克。若用最大载重量为5吨的汽车承运，试利用中心极限定理说明每辆车最多可以装多少箱，才能保障不超载的概率大于0.977。

例5．4：两只一模一样的铁罐里都装有大量的红球和黑球，其中一罐（取名“甲罐”）内的红球数与黑球数之比为2：1，另一罐（取名“乙罐”）内的黑球数与红球数之比为2：1 。今任取一罐并从中取出50只球，查得其中有30只红球和20只黑球，则该罐为“甲罐”的概率是该罐为“乙罐”的概率的
(A) 154倍 (B)254倍 (C)798倍 (D)1024倍
第二节  重点考核点

中心极限定理

第三节  常见题型

1、大数定律

例5．5：设X1，X2，…，Xn，…相互独立同分布，且E（Xn）=0，则
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例5．6：设X1，X2，…，Xn，…是相互独立的随机变量序列，Xn服从参数为n的指数分布（n=1,2, …），则下列中不服从切比雪夫大数定律的随机变量序列是：

（A）X1，X2，…，Xn，…；      （B）X1，22X2，…，n2Xn，…
（C）X1，X2/2，…，Xn/n，…；  （D）X1，2X2，…，nXn，…

2、中心极限定理

例5．7：设X1，X2，…，Xn，…是相互独立的随机变量序列，在下面条件下，
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，…满足列维－林德伯格中心极限定理的是：
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（B）
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（C）
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（D）
[image: image694.wmf]i

X

服从参数为
[image: image695.wmf]i

的指数分布。

例5．8：某人要测量A、B两地之间的距离，限于测量工具，将其分成1200段进行测量，设每段测量误差（单位：千米）相互独立，且均服从（-0.5, 0.5）上的均匀分布。试求总距离测量误差的绝对值不超过20千米的概率。

例5．9：设男孩出生率为0.515，求在10000个新生婴儿中女孩不少于男孩的概率。

第四节  历年真题

数学一：

1（01，3分）
设随机变量X的方差为2，则根据切比雪夫不等式有估计
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数学三：

1（88，6分）
某保险公司多年的统计资料表明，在索赔中被盗索赔户占20%。以X表示在随机抽查的100个索赔户中因被盗向保险公司索赔的户数。

（1） 写出X的概率分布；

（2）利用棣美佛-拉普拉斯定理，求被盗索赔户不少于14户且不多于30户的概率的近似值。

[附表]Φ（x）是标准正态分布函数。
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2（89，3分）
设X为随机变量且
[image: image698.wmf]2
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3（96，6分）
设
[image: image700.wmf]n
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是来自总体X的简单随机样本。已知
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，证明当n充分大时，随机变量
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4（99，3分）
在天平上重复称量一重为a的物品。假设各次称量结果相互独立且服从正态分布
[image: image703.wmf]n
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5（01，3分）
设随机变量X和Y的数学期望分别为-2和2，方差分别为1和4，而相关系数为-0.5，则根据切比雪夫不等式有
[image: image705.wmf]£

³

+

}

6

|

{|

Y

X

P




.


6（01，8分）
一生产线生产的产品成箱包装，每箱的重量是随机的。假设每箱平均重50千克，标准差为5千克。若用最大载重量为5吨的汽车承运，试利用中心极限定理说明每辆车最多可以装多少箱，才能保障不超载的概率大于0.977。（Φ（2）=0.977，其中Φ（x）是标准正态分布函数。）

第六章  数理统计的基本概念

第一节  基本概念

1、概念网络图


[image: image706.wmf]正态总体下的四大分布
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2、重要公式和结论

	（1）数理统计的基本概念
	总体
	在数理统计中，常把被考察对象的某一个（或多个）指标的全体称为总体（或母体）。我们总是把总体看成一个具有分布的随机变量（或随机向量）。

	
	个体
	总体中的每一个单元称为样品（或个体）。

	
	样本
	我们把从总体中抽取的部分样品
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称为样本。样本中所含的样品数称为样本容量，一般用n表示。在一般情况下，总是把样本看成是n个相互独立的且与总体有相同分布的随机变量，这样的样本称为简单随机样本。在泛指任一次抽取的结果时，
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表示n个随机变量（样本）；在具体的一次抽取之后，
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x

x

x

,

,

,

2

1

L

表示n个具体的数值（样本值）。我们称之为样本的两重性。

	
	样本函数和统计量
	设
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为样本函数，其中
[image: image713.wmf]j

为一个连续函数。如果
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中不包含任何未知参数，则称
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（
[image: image716.wmf]n

x

x

x

,

,

,

2

1

L

）为一个统计量。

	
	常见统计量及其性质
	样本均值
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	（2）正态总体下的四大分布
	正态分布
	设
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x

x

x

,

,

,

2

1

L

为来自正态总体
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	t分布
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其中t(n-1)表示自由度为n-1的t分布。

	
	
[image: image733.wmf]分布
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	F分布
	设
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x

x

x

,

,

,

2

1

L

为来自正态总体
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	（3）正态总体下分布的性质
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与
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例6．1：从正态总体
[image: image751.wmf])
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中抽取容量为n的样本，如果要求其样本均值位于区间（1.4, 5.4）内的概率不小于0.95，问样本容量n至少应取多大？

第二节  重点考核点

统计量的分布

第三节  常见题型

1、统计量的性质

例6．2：设
[image: image752.wmf])

,

,

,

(

7

2

1

X

X

X

L

取自总体
[image: image753.wmf])

5

.

0

,

0

(

~

2

N

X

，则
[image: image754.wmf]=

÷

ø

ö

ç

è

æ

>

å

=

7

1

2

4

i

i

X

P





。

例6．3：设总体
[image: image755.wmf]X

服从正态分布
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分别是来自总体
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的简单随机样本, 则

              
[image: image763.wmf]=

ú

ú

ú

ú

ú

û

ù

ê

ê

ê

ê

ê

ë

é

-

+

-

+

-

å

å

=

=

2

)

(

)

(

2

1

2

1

2

1

2

1

n

n

Y

Y

X

X

E

n

j

j

n

i

i

     .

2、统计量的分布

例6．4：设
[image: image764.wmf])
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是来自正态总体
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的简单随机样本，
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则服从自由度为n-1的t分布的随机变量是
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例6．5：设总体X～N（0，12），从总体中取一个容量为6的样本
[image: image775.wmf])
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，试确定常数C，使随机变量CY服从
[image: image777.wmf]2
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分布。

第四节  历年真题

数学一：

1（98，4分）
从正态总体
[image: image778.wmf])
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中抽取容量为n的样本，如果要求其样本均值位于区间（1.4, 5.4）内的概率不小于0.95，问样本容量n至少应取多大？

[附表]：
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2（01，7分）
设总体
[image: image781.wmf])

0

)(

,

(

~

2

>

s

s

m

N

X

，从该总体中抽取简单随机样本
[image: image782.wmf])

2

(

,

,

,

2

2

1

³

n

X

X

X

n

L

，其样本的均值
[image: image783.wmf]å

=

=

n

i

i

X

n

X

2

1

,

2

1

求统计量
[image: image784.wmf]å

=

+

-

+

=

n

i

i

n

i

X

X

X

Y

1

2

)

2

(

的数学期望E（Y）。

3（03，4分） 设随机变量
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4（05，4分） 设
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 为样本均值，S2为样本方差，则
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5（05，9分）设
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2

(

,

,

,

2

1

>

n

X

X

X

n

L

为来自总体N（0，1）的简单随机样本，
[image: image797.wmf]X

为样本均值，记
[image: image798.wmf].

,

,

2

,

1

,

n

i

X

X

Y

i

i

L

=

-

=



求：（I）
[image: image799.wmf];

,

,

2

,

1

,

n

i

DY

Y

i

i

L

=

的方差



   （II）
[image: image800.wmf]).

,

(

1

1

n

n

Y

Y

Cov

Y

Y

的协方差

与


数学三：

1（94，3分）
设
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则服从自由度为n-1的t分布的随机变量是
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2（97，3分）
设随机变量X和Y相互独立且都服从正态分布
[image: image812.wmf])
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分别是来自总体X和Y的简单随机样本。则统计量
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3（98，3分）
设
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4（99，7分）
设
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证明统计量Z服从自由度为2的t分布。


5（01，3分）
设总体X~N（0，22），而
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6（02，3分）
设随机变量X和Y都服从标准正态分布，则


（A）X+Y服从正态分布。




（B）X2+Y2服从x2分布。


（C）X2和Y2都服从x2分布。



（D）X2 / Y2服从F分布。
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7（03，4分）
设总体X服从参数为2的指数分布，
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8（04，4分）     设总体
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9（06，4分）    设总体X的概率密度为
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为总体的简单随机样本,其样本方差
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第七章  参数估计

第一节  基本概念

1、概念网络图
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无偏性

估计量的评选标准

极大似然估计

矩估计

点估计

从样本推断总体


2、重要公式和结论

	（1）点估计
	矩估计
	设总体X的分布中包含有未知数
[image: image840.wmf]m
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这样，我们按照“当参数等于其估计量时，总体矩等于相应的样本矩”的原则建立方程，即有
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由上面的m个方程中，解出的m个未知参数
[image: image849.wmf])
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的矩估计，
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的矩估计。

	
	极大似然估计
	当总体X为连续型随机变量时，设其分布密度为
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为样本的似然函数，简记为Ln.

当总体X为离型随机变量时，设其分布律为
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若似然函数
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若
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的极大似然估计，
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的极大似然估计。

	（2）估计量的评选标准
	无偏性
	设
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的无偏估计量。

E（
[image: image878.wmf]X

）=E（X）， E（S2）=D（X）

	
	有效性
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	一致性
	设
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的一致估计。

只要总体的E(X)和D(X)存在，一切样本矩和样本矩的连续函数都是相应总体的一致估计量。

	（3）区间估计
	置信区间和置信度
	设总体X含有一个待估的未知参数
[image: image895.wmf]q
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那么称区间
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[image: image906.wmf]a

-

1

为该区间的置信度（或置信水平）。

	
	单正态总体的期望和方差的区间估计



	设
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为总体
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（i）选择样本函数；

（ii）由置信度
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（iii）导出置信区间
[image: image913.wmf]]
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	已知方差，估计均值
	（i）选择样本函数


[image: image914.wmf]).
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(ii) 查表找分位数
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（iii）导出置信区间
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	未知方差，估计均值
	（i）选择样本函数
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(ii)查表找分位数
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（iii）导出置信区间
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	方差的区间估计
	（i）选择样本函数
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（ii）查表找分位数
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（iii）导出
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的置信区间
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例7．1：设总体
[image: image924.wmf])
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，求对a, b的矩估计量。

例7．2：设
[image: image925.wmf]n
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（2）
[image: image927.wmf];
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（3）
[image: image928.wmf].
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都是总体均值u的无偏估计，并比较有效性。

例7．3：设
[image: image929.wmf]n
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是取自总体
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[image: image932.wmf]2
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的相合估计量。

第二节  重点考核点

矩估计和极大似然估计；估计量的优劣；区间估计

第三节  常见题型

1、矩估计和极大似然估计

例7．4：设
[image: image933.wmf]0
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的最大似然估计量及矩估计量。

例7．5：设总体X的密度函数为
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其中
[image: image936.wmf]q
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,
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为未知参数，
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为取自X的样本。试求
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,
[image: image941.wmf]m

的极大似然估计量。

2、估计量的优劣

例7．6：设n个随机变量
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（A）S是
[image: image944.wmf]s

的无偏估计量；


（B）S是
[image: image945.wmf]s

的最大似然估计量；

（C）S是
[image: image946.wmf]s

的相合估计量；


（D）
[image: image947.wmf]x
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相互独立。

例7．7：设总体X的密度函数为
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[image: image949.wmf]n
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是取自X的简单随机样本。

（1） 求
[image: image950.wmf]q

的矩估计量
[image: image951.wmf]Ù

q

；

（2） 求
[image: image952.wmf]Ù

q

的方差D（
[image: image953.wmf]Ù

q

）；

（3） 讨论
[image: image954.wmf]Ù

q

的无偏性和一致性（相合性）。

3、区间估计

例7．8：从一批钉子中随机抽取16枚，测得其长度（单位：cm）为


2.14,
2.10,
2.13,
2.15,
2.13,
2.12,
2.13,
2.10


2.15,
2.12,
2.14,
2.10,
2.13,
2.11,
2.14,
2.11

假设钉子的长度X服从正态分布
[image: image955.wmf])
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N

,在下列两种情况下分别求总体均值μ的置信度为90%的置信区间。

（1） 已知
[image: image956.wmf]s

=0.01.

（2） 
[image: image957.wmf]s

未知.

例7．9：为了解灯泡使用时数的均值μ及标准差σ，测量10个灯泡，得
[image: image958.wmf]x

=1500小时，S=20小时。如果已知灯泡的使用时数服从正态分布，求μ和σ的95%的置信区间。
例7．10：设总体X～N（3.4, 62），从中抽取容量为n的样本，若要求其样本均值
[image: image959.wmf]x

位于区间[1.4, 5.4]内的概率不小于0.95，问样本容量n至少应取多大？

第四节  历年真题

数学一：

1（97，5分）
设总体X的概率密度为
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其中
[image: image961.wmf]n
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是未知参数
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>

q

是来自总体X的一个容量为n的简单随机样本，分别用矩估计法和极大似然估计法求θ的估计量。


2（99，6分）
设总体X的概率密度为


[image: image962.wmf]ï

î

ï

í

ì

<

<

-

=

其他

）

（

,

0

0

)

(

6

3

q

q

q

x

x

x

x

f



[image: image963.wmf]n
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是取自总体X的简单随机样本。

（1） 求θ的矩估计量θ；

（2） 求D（θ）。

3（00，6分）
设某种元件的使用寿命X的概率密度为


[image: image964.wmf]î
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其中θ>0为未知参数。又设
[image: image965.wmf]X
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的一组样本观测值，求参数θ的最大似然估计值。

4（02，7分）
设总体X的概率分别为
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其中θ（0<θ<
[image: image967.wmf]2

1

）是未知参数，利用总体X的如下样本值

3， 1， 3， 0， 3， 1， 2， 3

求θ的矩估计值和最大似然估计值。

5（03，4分）
已知一批零件的长度X（单位：cm）服从正态分布
[image: image968.wmf])

1
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m

N

，从中随机地抽取16个零件，得到长度的平均值为40cm，则
[image: image969.wmf]m

的置信度为0.95 的置信区间是


。

（注：标准正态分布函数值
[image: image970.wmf]95
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6（03，8分）
设总体X的概率密度为
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其中θ>0是未知参数，从总体X中抽取简单随机样本
[image: image972.wmf]n
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，记
[image: image973.wmf]^

q

=min（
[image: image974.wmf]n

X

X

X

,

,

,

2

1

L

）。

（1） 求总体X 的分布函数F（x）；
（2） 求统计量
[image: image975.wmf]^

q

的分布函数
[image: image976.wmf])
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^
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q

；

如果用
[image: image977.wmf]^

q

作为θ的估计量，讨论它是否具有无偏性。

7（04，9分）    设总体X的分布函数为

         
[image: image978.wmf],
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其中未知参数
[image: image979.wmf]n
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为来自总体X的简单随机样本，求：

（I） 
[image: image980.wmf]b

的矩估计量；

（II） 
[image: image981.wmf]b

的最大似然估计量.

8（06，9分）  设总体X的概率密度为

[image: image982.wmf](
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[image: image983.wmf]12n
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XXX

为来自总体X的简单随机样本,记N为样本值
[image: image984.wmf]12
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数

,求
[image: image985.wmf]q

的最大似然估计.

数学三：

1（91，5分）
设总体X的概率密度为
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其中
[image: image987.wmf]0
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是未知参数

是已知常数。试根据来自总体X的简单随机样本
[image: image988.wmf]n
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，求
[image: image989.wmf]l

的最大似然估计量
[image: image990.wmf]l

。


2（92，3分）
设n个随机变量
[image: image991.wmf]n
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独立同分布，
[image: image992.wmf]å
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（A）
[image: image993.wmf]s

是

S

的无偏估计量。


（B）
[image: image994.wmf]s

是

S

的最大似然估计是。


（C）
[image: image995.wmf]s

是

S

的相合估计量（即一致估计量）。

（D）
[image: image996.wmf]X

S

与

相互独立。
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]

3（93，3分）
设总体X的方差为1，根据来自X的容量为100的简单随机样本，测得样本均值为5。则X的数学期望的置信度近似等于0.95的置信区间为


。

4（96，3分）
设由来自正态总体
[image: image997.wmf])

9

.

0

,

(

~

2

m

N

X

容量为9的简单随机样本，得样本均值
[image: image998.wmf]95

.

0

.

5

的置信度为

则未知参数

m

=

X

的置信区间是


。

5（00，8分）
设0.51, 1.25, 0.80, 2.00是来自总体X的简单随机样本值。已知Y=lnX服从正态分布
[image: image999.wmf])

1

,

(

m

N

。

（1） 求X的数学期望EX（记EX为b）；

（2） 求μ的置信度为0.95的置信区间；

（3） 利用上述结果求b的置信度为0.95的置信区间。

6（02，3分）
设总体X的概率密度为
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则
[image: image1001.wmf]n
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是来自总体X的简单随机样本，则未知参数
[image: image1002.wmf]q

的矩估计量为


。

7（04，13分）    设随机变量
[image: image1003.wmf]X

的分布函数为
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其中参数
[image: image1005.wmf]1
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为来自总体
[image: image1007.wmf]X

的简单随机样本,

(Ⅰ) 当
[image: image1008.wmf]1

=

α

时, 求未知参数
[image: image1009.wmf]β

的矩估计量;

(Ⅱ) 当
[image: image1010.wmf]1

=

α

时, 求未知参数
[image: image1011.wmf]β

的最大似然估计量; 

(Ⅲ) 当
[image: image1012.wmf]2

=

β

时, 求未知参数
[image: image1013.wmf]α

的最大似然估计量. 

8（05，4分）  设一批零件的长度服从正态分布
[image: image1014.wmf])
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，其中
[image: image1015.wmf]2
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m

均未知。现从中随机抽取16个零件，测得样本均值
[image: image1016.wmf])

(

20

cm

x

=

，样本标准差s=1(cm)，则
[image: image1017.wmf]m

的置信度为0.90的置信区间是


A、
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16

(

4

1

20

),

16

(

4

1

20

(

05

.

0

05

.

0

t

t

+

-



B、
[image: image1019.wmf])).
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C、
[image: image1020.wmf])).
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D、
[image: image1021.wmf])).
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9（05，13分） 设
[image: image1022.wmf])
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为来自总体N（0，
[image: image1023.wmf]2

s

）的简单随机样本，其样本均值为
[image: image1024.wmf]X

. 记
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求：
（I）
[image: image1026.wmf];
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（II）
[image: image1027.wmf]).
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 (III) 若
[image: image1028.wmf]2
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是
[image: image1029.wmf]2

s

的无偏估计量，求常数c.

10（06，13分） 设总体X的概率密度为
[image: image1030.wmf](
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[image: image1031.wmf]q

是未知参数
[image: image1032.wmf](
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为来自总体的随机样本,记N为样本值
[image: image1033.wmf]12
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中小于1的个数,求:

(Ⅰ) 
[image: image1034.wmf]q

的矩估计;

(Ⅱ) 
[image: image1035.wmf]q

的最大似然估计.

第八章  假设检验

第一节  基本概念

1、概念网络图


[image: image1036.wmf]单正态总体的假设检验
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基本思想

假设检验的基本概念
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2、重要公式和结论

	基本思想
	假设检验的统计思想是，概率很小的事件在一次试验中可以认为基本上是不会发生的，即小概率原理。


为了检验一个假设H0是否成立。我们先假定H0是成立的。如果根据这个假定导致了一个不合理的事件发生，那就表明原来的假定H0是不正确的，我们拒绝接受H0；如果由此没有导出不合理的现象，则不能拒绝接受H0，我们称H0是相容的。与H0相对的假设称为备择假设，用H1表示。


这里所说的小概率事件就是事件
[image: image1037.wmf]}
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Î

，其概率就是检验水平α，通常我们取α=0.05，有时也取0.01或0.10。

	基本步骤
	假设检验的基本步骤如下：

(i) 提出零假设H0； 

(ii) 选择统计量K；

(iii) 对于检验水平α查表找分位数λ；

(iv) 由样本值
[image: image1038.wmf]n
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计算统计量之值K；
将
[image: image1039.wmf]l

与

Ù

K

进行比较，作出判断：当
[image: image1040.wmf])
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K

或

时否定H0，否则认为H0相容。

	两类错误


	第一类错误
	当H0为真时，而样本值却落入了否定域，按照我们规定的检验法则，应当否定H0。这时，我们把客观上H0成立判为H0为不成立（即否定了真实的假设），称这种错误为“以真当假”的错误或第一类错误，记
[image: image1041.wmf]a

为犯此类错误的概率，即

P{否定H0|H0为真}=
[image: image1042.wmf]a

；

此处的α恰好为检验水平。

	
	第二类错误
	当H1为真时，而样本值却落入了相容域，按照我们规定的检验法则，应当接受H0。这时，我们把客观上H0。不成立判为H0成立（即接受了不真实的假设），称这种错误为“以假当真”的错误或第二类错误，记
[image: image1043.wmf]b

为犯此类错误的概率，即

P{接受H0|H1为真}=
[image: image1044.wmf]b

。

	
	两类错误的关系
	人们当然希望犯两类错误的概率同时都很小。但是，当容量n一定时，
[image: image1045.wmf]a

变小，则
[image: image1046.wmf]b

变大；相反地，
[image: image1047.wmf]b

变小，则
[image: image1048.wmf]a

变大。取定
[image: image1049.wmf]a

要想使
[image: image1050.wmf]b

变小，则必须增加样本容量。

在实际使用时，通常人们只能控制犯第一类错误的概率，即给定显著性水平α。α大小的选取应根据实际情况而定。当我们宁可“以假为真”、而不愿“以真当假”时，则应把α取得很小，如0.01，甚至0.001。反之，则应把α取得大些。


单正态总体均值和方差的假设检验

	条件
	零假设
	统计量
	对应样本

函数分布
	否定域
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例8．1：用一仪器间接测量温度5次：1250，1265，1245，1260，1275（℃），而用另一种精密仪器测得该温度为1277℃（可看作真值），问用此仪器测量温度有无系统偏差（测量的温度服从正态分布）？

第二节  重点考核点

单正态总体均值和方差的假设检验

第三节  常见题型

1、单正态总体均值和方差的假设检验

例8．2：食品厂用自动装罐机装罐头食品，每罐标准重量为500g，每隔一定时间需要检验机器的工作情况，现抽10罐，测得其重量（单位：g）：

495，
510，
505，
498，
503，
492，
502，
512，
497，
506。

假设重量X服从正态分布
[image: image1077.wmf])

,
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s

m

N

，试问机器工作是否正常（
[image: image1078.wmf]02

.

0

=

a

）？

例8．3：用包装机包装某种洗衣粉，在正常情况下，每袋重量为1000g，标准差
[image: image1079.wmf]s

不能超过15g。假设每袋洗衣粉的净重服从正态分布。某天检验机器工作的情况，从已装好的袋中随机抽取10袋，测得其净重（单位：g）为：1020，
1030，
968，
994，
1014，
998，
976，
982，
950，
1048。

问这天机器是否工作正常（
[image: image1080.wmf]05

.
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=

a

）

例8．4：设某次考试的考生成绩服从正态分布，从中随机地抽取36位考生的成绩，算得平均成绩为66.5分，标准差为15分，问在显著性水平0.05下，是否可以认为这次考试全体考生的平均成绩为70分，并给出检验过程。

例8．5：用机器包装某种饮料，已知每盒重量为500克，误差不超过10克。今抽查了9盒，测得平均重量为490克，标准差为16克，问这台自动包装工作是否正常（显著性水平
[image: image1081.wmf]05
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）。

2、两类错误

例8．6：总体
[image: image1082.wmf]),
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 有一个容量为4的简单随机样本X1，X2，X3，X4。已知
[image: image1083.wmf]2
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＝16，原假设H0：
[image: image1084.wmf]m

＝5；H1：
[image: image1085.wmf]m

≠5，
[image: image1086.wmf]a

＝0.05。

（1）算出
[image: image1087.wmf]X

的拒绝域和接受域；

（2）若
[image: image1088.wmf]m

＝6，计算第二类错误
[image: image1089.wmf]b

。

例8．7：设总体
[image: image1090.wmf]2
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未知，
[image: image1091.wmf]n
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为来自X的样本值，现对
[image: image1092.wmf]m

进行假设检验。若在显著性水平
[image: image1093.wmf]a

=0.05下拒绝了
[image: image1094.wmf]0
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，则当显著性水平改为
[image: image1095.wmf]a

=0.01时，下列结论正确的是

（A）必拒绝H0。






（B）必接受H0。

（C）第一类错误的概率变大。



（D）可能接受，也可能拒绝H0.

第四节  历年真题

数学一：

1（98，4分）
设某次考试的考生成绩服从正态分布，从中随机地抽取36位考生的成绩，算得平均成绩为66.5分，标准差为15分。问在显著性水平0.05下，是否可以认为这次考试全体考生的平均成绩为70分？并给出检验过程。

[附表]：t分布表。
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数学三：

1（95，3分）
设
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